
ۀـلداعم 1 یاـه  هشیر موـس  ناوـت  مود  ، ۀـجرد  ۀــلداعم  یاـه  هـشیر زا  کـیره  ، m رادـقم مادـک  یازا  هـب 
؟ تسا  

۸ − mx − ۸ = ۰x۲

۲ − x − ۲ = ۰x۲

11 (2 9 (1
15 (4 13 (3

تروص 2 هب  هلداعم ، مادـک  یاه  باوج  هعومجم  دنـشاب ، ۀلداعم  یاه  هشیر  و   رگا  
؟ تسا
αβ۲ − ۳x − ۴ = ۰x۲{ + ۱ , + ۱}۱

α
۱
β

(2 (1
(4 (3

۴ − ۵x + ۱ = ۰x۲۴ − ۳x + ۱ = ۰x۲

۴ − ۵x − ۱ = ۰x۲۴ − ۳x − ۱ = ۰x۲

ۀـلداعم 3 یاه  باوج هعومجم   k رادقم مادک  یازا  هب  دنـشاب ، ۀلداعم   یاه  هشیر و   رگا  
؟ تسا تروص   هب

αβ۲ − ۳x = ۱x۲۸ + kx − ۱ = ۰x۲

{ β, α }α۲ β۲

6 (2 5 (1
9 (4 7 (3

؟4 تسا مادک  .تسا   رتشیب  دحاو  رگید 5  ۀشیر  فصن  زا  هشیر  کی  ۀلداعم   −رد  ۸x + m = ۰x۲m

12 (2 10 (1
15 (4 14 (3

؟5 تسا اه  x روحم یلااب  هراومه  عبات  ، رادومن  ، a رادقم مادک  یازا  yهب  = (۱ − a) + ۲ x − ax۲ ۶‾‾√

(2 (1
(4 (3

a < ۱a < −۲
a > ۳−۲ < a < ۱

؟6 تسا تبثم  هاوخلد   رادقم  ره  یارب  ترابع  ، ریداقم  ، مادک  یازا  m(mهب  − ۱) + ۶x + ۲m + ۱x۲x

(2 (1
(4 (3

m < −۲m > ۲/۵
۱ < m < ۲۱ < m < ۲/۵

؟7 تسا ردقچ  رادقم   دنشاب ، ۀلداعم   یاه  هشیر  αβ۴رگا  و   − ۱۲x + ۱ = ۰x۲+۱
α√

۱
β√

3 (2 2 (1
6 (4 4 (3
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؟8 درذگ یمن  تاصتخم  یاهروحم  لوا  ۀیحان  زا  عبات  ، رادومن  ریداقم  ، هعومجم  مادک  یازا  afهب  (x) = (a − ۳) + ax − ۱x۲

(2 (1
(4 (3

a ≤ ۲۰ < a ≤ ۲
۲ < a < ۳۰ < a < ۳

؟9 تسا مادک  عبات   دنشاب ، g(x)رگا  و   = ۲x − ۳(f og)(x) = ۴( − ۴x + ۵)x۲f (x)

(2 (1
(4 (3

− ۴x + ۳x۲− ۴x + ۵x۲

− ۲x + ۵x۲− ۲x + ۳x۲

؟10 تسا مادک  عبات  ، ۀطباض  دنشاب ، fرگا  و   (x) = ۲x + ۳g (f (x)) = ۸ + ۲۲x + ۲۰x۲f og

(2 (1
(4 (3

۲ − ۷x + ۳x۲۲ − ۳x + ۷x۲

۴ − ۲x + ۱۳x۲۴ − ۴x + ۱۱x۲

؟11 تسا مادک  یدورو  رادقم  دشاب ، ریز   لکش  نیشام  زا  یجورخ  ۴رگا 
۳

یدورو ۲x − ۲ →−یجورخ −→ x
+۱x√

−→

(2 (1
4 (4 3 (3

۱۱
۹

۷
۲

؟12 تسا مادک  رادقم   gرگا  و  ، (x) = ۲x − ۱(f og) (x) = x
x−۳f (۳)

-2 (2 -4 (1
4 (4 2 (3

؟13 تسا مادک  لصاح   هاگنآ  g(x)رگا  و   = f (۳x − ۴)(x) = x +f −۱ x√(۱۶)g−۱

6 (2 5 (1
8 (4 7 (3

؟14 تسا مادک  ربارب  نآ  نوراو  عبات  ۀطباض  ۀطباض  ، و  ، اب  عبات  ≠رد  ۱x۲f (x) = |x|
x ۱ − x۲‾ ‾‾‾‾‾√f (۰) = ۰

(2 (1
(4 (3

f (x)−f (x)
x. f (x)−x. f (x)

: یگداوناخ مان  مان و 
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؟15 تسا مادک  عبات   ۀطباض  دشاب ، fرگا   (x) = x
۱+x۲√

(sin x)f −۱

(2 (1
(4 (3

tan xcot x
|cos x|
sin x

sin x
|cos x|

؟16 تسا مادک  هزاب  نیا  رد  نآ  سوکعم  ۀطباض  .تسا  یلوزن  اًدیکا  هزاب  کی  رد  عبات   yرادومن  = |۲x − ۶| − |x + ۴| + x

(2 (1
(4 (3

−x + ۶ ; x < −۴−x + ۵ ; x > ۲
− x + ۱ ; −۴ < x < ۳۱

۲− x + ۱ ; −۴ < x < ۱۰۱
۲

؟17 دنتسه عطاقتم  هطقن  دنچ  رد  و  عبات  ود  یاهرادومن  .تسا  ضورفم  ۀنماد   اب  fعبات   (x) = + ۲x + ۱x۲(−۱, +∞)ff −۱

2 (2 1 (1
عطاقتم ریغ  (4 3 (3

رادقم 18 .دنتـسه  عطاقتم  و 4  یاـه 2  لوط هب  هطقن  ود  رد  ۀـلداعم  ، هب  طخ  هطباض  و  اب  عباـت  رادومن 
؟ تسا مادک  ، 

f (x) = A(۲)Bx۴y = ۵x
(۱۰)f −۱

5 (2 3 (1
8 (4 6 (3

هاگنآ19 دنک ، عطق  یاه 6 و   لوط هب  هطقن  ود  رد  ار  اه  x​ روحم  f عبات رادومن  رگا  .تسا  ضورفم  ۀطباض   اب  عبات 
؟ دنک یم عطق  لوط  مادک  اب  ار  اه  x روحم عبات  ، رادومن 

g(x) = x − x√− ۱
۴

f og

9 و  (2 4 و  (1
9 و 4 (4 و 4 (3

۱
۹

۱
۴

۱
۴

؟20 تسا مادک  هاگ   نآ  دشاب ، رگا   .تسا  ینعم  اب  ریداقم   یارب  طقف  fعبات   (x) = log(ax+b)
۳x ∈ (− , +∞)۱

۲f (۴) = ۲f (− )۴
۹

(2 (1
1 (4 (3

−۲−۱
۱
۲

؟21 تسا مادک  عبات  ، ۀنماد  دنشاب ، fرگا  و   (x) = ۲ − x‾ ‾‾‾‾√g(x) = log( − ۱۵x)x۲f og

(2 (1
(4 (3

(۰, ۵] ⋃ [۲۰, ۲۵)[−۵, ۰) ⋃ (۱۵, ۲۰]
(۱۵, ۲۰][−۵, ۰)

: یگداوناخ مان  مان و 
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؟22 تسا مادک  عبات  ، ۀنماد  دنشاب ، fرگا  و   (x) = ۱−x۲

۱+x۲g(x) = x − x۲‾ ‾‾‾‾‾√gof

(2 (1
(4 (3

[۰, ۱][−۱, ۱]
ℝℝ − (−۱, ۱)

؟23 تسا مادک  عبات   درب  هاگنآ  fرگا  (x) = x − [x]g(x) = f (۲x − ۳) − ۲f (x)

(2 (1
(4 (3

[−۱, ۰][۰, ۱]
{−۱, ۰}{۰, ۱}

تسا  ؟24 مادک  عبات   هنماد  .تسا  عبات   رادومن  وربور ، yلکش  = f (x)xf (x)‾ ‾‾‾‾√

(1
(2
(3
(4

[۰, ۲]
[−۳, ۲]

[−۴, −۳] ∪ [۱, ۲]
[−۳, ۰] ∪ [۱, ۲]

؟25 تسا مادک  علض  ، ۀزادنا  یاه  و  ، هیواز علض  و  ندوب  مولعم  اب  ثلثم   ABCBCرد  = ۳ + ۳‾‾√=B ۶۰∘=C ۴۵∘AC

4 (2 3 (1
(4 (3۲ ۳‾‾√۳ ۲‾√

؟26 تسا مادک  دحاو ، 9 و7  علاضا 12 ، هب  یثلثم  تحاسم 

(2 (1
(4 (3

۱۵ ۲‾√۱۴ ۳‾‾√
۱۲ ۵‾‾√۱۴ ۵‾‾√

؟27 تسا مادک  .تسا   ۀطباض   اب  عبات  رادومن  زا  یتمسق  ریز ، yلکش  = ۱ + a sin(bx − )π
۶a + b

(1
1 (2

(3
2 (4

۱
۲

۳
۲

: یگداوناخ مان  مان و 
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28
؟ تسا مادک  ضرف  ، اب  ترابع  ، cosلصاح  − sin۲۸۵∘ ۲۵۵∘

sin − sin۵۲۵∘ ۱۰۵∘tan = ۰/۲۸۱۵∘

(2 (1
(4 (3

− ۱۶
۹− ۹

۱۶
۹
۱۶

۱۶
۹

؟29 تسا ردقچ  دشاب ،  tanرگا   ( − α) =π
۴

۱
۵tan۲α

1/8 (2 1/5 (1
2/5 (4 2/4 (3

؟30 تسا مادک  ربارب  ترابع   +لصاح  ۲۱
cos۲۰∘

(2 (1
(4 (3

۲ sin ۴۰∘۴ cos ۴۰∘

 ۲ cos ۴۰∘ ۴ sin ۴۰∘

؟31 تسا مادک  ربارب  ترابع   ۀدش  cosهداس (tan + tan )۵۰∘ ۷۰∘ ۱۰ ∘

(2 (1
(4 (3

sin ۲۰∘
cos ۲۰∘

۲ sin ۲۰∘۲ cos ۲۰∘

؟32 دراد باوج  دنچ  ۀزاب   رد  یتاثلثم  ، sin۳ۀلداعم  x − sin x + ۲si x = ۱n۲[۰, ۲π]
4 (2 3 (1
6 (4 5 (3

؟33 تسا مادک  یتاثلثم  ، ۀلداعم  یلک  ۲cosباوج  ۲x = cot x(۴sin x + tan x)

(2 (1
(4 (3

kπ − π
۳kπ ± π

۳
۲kπ ± ۲π

۳۲kπ ± π
۶

؟34 تسا تروص  مادک  هب  یتاثلثم   ۀلداعم  یلک  cos−۱=باوج  ۲x
sin ۲x ۳‾‾√

(2 (1
(4 (3

۲kπ + ۵π
۶۲kπ + π

۳
kπ + ۵π

۶kπ + π
۳

: یگداوناخ مان  مان و 
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35
تسا  ؟ تروص  مادک  هب  یتاثلثم  ، ۀلداعم  یلک  =باوج  ۱cos ۵x cos ۳x − sin ۳x sin x

cos ۲x

(2 (1

(4 (3

kπ
۳

kπ
۲

۲kπ
۵

۲kπ
۳

؟36 تسا مادک  یتاثلثم  ، ۀلداعم  یلک  =باوج  cot xsin x+sin ۲x
cos x+cos ۲x

(2 (1
(4 (3

kπ
۵

۲kπ
۵

۳kπ
۵(۲k + ۱)π۱

۵

؟37 تسا مادک  ۀزاب   رد  ۀلداعم   یاه  باوج ۲عومجم  si x − cos x − ۱ = ۰n۲[π, ۲π]
(2 (1
(4 (3

۸π
۳

۱۰π
۳

۳ π ۱۱π
۳

؟38 تسا مادک  عبات   ۀنماد  هاگنآ  fرگا  و  ، (x) = si (۲x − ۱)n−۱g (x) = x۲

۱+ x۲f og

(2 (1
(4 (3

ℝ[۰, ۱]
[−۱, ۱][۰, +∞)

؟39 تسا مادک  cos(۳لصاح   )sin−۱ ۲ ۲√
۳

(2 (1
(4 (3

− ۲۳
۲۷− ۱۹

۲۷
− ۵

۹− ۴
۹

؟40 تسا مادک  ربارب  ترابع   )sinلصاح  ( ) + (− ))cos−۱ ۳
۵ cos−۱ ۴

۵

(2 -1 (1
(4 1 (3

− ۷
۲۵
۷
۲۵

؟41 تسا مادک  ۀیاپ 4 ، رد   x متیراگل رادقم  یواست  ، =زا  ۲ −log(۳x+۸)
x log(x−۶)

x

(2 (1
2 (4 (3

۱
۲

۲
۳

۳
۲

: یگداوناخ مان  مان و 

6/9وتینرل 1397



؟42 تسا مادک  ۀیاپ 4  رد  ددع   متیراگل  هاگنآ  دشاب ،  A ربارب یانبم 8  رد  ددع   متیراگل  ۲رگا  ۰/۲۵‾ ‾‾‾‾√۳( − ۱)۱
A

(2 -3 (1
(4 (3

۱
۳

۲
۳

۳
۲

؟43 تسا مادک  رادقم   ۀلداعم  و  ، ود  +زا  = ۷۲۴x ۲xlog(x + ۱) + log(۲y + ) = ۲x۲y

7 (2 6 (1
9 (4 8 (3

؟44 تسا مادک  طسب  رد  زا   لقتسم  ۀلمج  )xبیرض  + )x۲ ۲
x

۶

234 (2 230 (1
240 (4 238 (3

؟45 تسا مادک  بیارض   عومجم  دشاب ، ربارب 64  طسب   بیارض  عومجم  ۳)رگا  − ۵)x۲ n+۱(x + ۲ )x۳ ۲n−۷

27 (2 9 (1
243 (4 81 (3

؟46 تسا مادک  رادقم   نیرت  گرزب  دراد ، رارق  ۀلداعم   هب  طخ  زا  رتلااب  ۀزاب   رد  عبات   yرادومن  = ۴ − |x|(a , b)۲y + x = ۵b − a

4 (2 3 (1
6 (4 5 (3

؟47 تسا مادک  هزاب  نیا  طسو  لوط  دشاب ، ۀزاب   ۀلداعمان   باوج  هعومجم  <رگا  ۲|x − ۱| − x۳x + ۴‾ ‾‾‾‾‾‾√(a, b)

3 (2 (1
4 (4 (3

۵
۲

۷
۲

مادک48 رادقم   نیرتشیب  تسا ، ۀـلداعم   هب  طخ  زا  رت  ن}اپ  ۀزاب   رد  ۀطباض  ، اب  عبات  رادومن 
؟ تسا

f (x) = ۳ −۲xx۲

+۴x۲(a, b)y = ۲b − a

6 (2 4 (1
(4 8 (3∞

: یگداوناخ مان  مان و 
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رتدوز49 زور  لوا 15  رگراک  دنهد ، ماجنا  ار  راک  ییاهنت  هب کیره  رگا  .دـننک  یم مامت  زور  رد 18  ار  نامتخاس  کی  یراک  یشاک مهاب  رگراک  ود 
؟ تسا زور  دنچ  دننک ، یم مامت  ییاهنت  هب ار  راک  رگراک  ود  هک  ییاهزور  عومجم  .دهد  یم ماجنا  ار  راک  نیا  مود  رگراک  زا 

45 (2 18 (1
75 (4 80 (3

؟50 تسا مادک  نآ  رگید  ۀشیر  دشاب ، ۀلداعم   یاه  هشیر زا  یکی  xرگا  ، = ۱= + ۲۲x + a‾ ‾‾‾‾‾√ x√

7 (2 9 (1
3 (4 5 (3

51
؟ تسا مادک  یازا  ، هب  ترابع  ، −لصاح  + −. . . −t + ۱t۸ t۷ t۶

− + ۱t۶ t۳t = ۱ + ۱۷‾‾√
۲

4 (2 3 (1
6 (4 5 (3

جنپ52 نیا  عومجم  .دنهد  یـسدنه  ۀلابند  کی  لیکـشت  لصاح ، ددع  جنپ  هک  تسا  هدش  جرد  نانچ  ددـع  هس  و 4 ، ددع 324  ود  نیب 
؟ تسا مادک  تبثم  ددع 

484 (2 482 (1
488 (4 486 (3

ردق53 دـشاب ، درف  فیدر  اب  تلامج  عومجم  ربارب  نآ 3  تلامج  مامت  عومجم  رگا  .تسا  جوز  یددع  یـسدنه  ۀلابند  کی  تلامج  دادعت 
؟ تسا مادک  نآ  تبسن 

(2 (1
3 (4 2 (3

۱
۳

۱
۲

؟54 تسا مادک  هلابند  نیا  لوا  ۀلمج  هدزناپ  عومجم  .تسا  ربارب 24  یباسح  ۀلابند  کی  مهدزیس  موس و  تلامج  عومجم 

160 (2 150 (1
210 (4 180 (3

تسا  ؟55 دوجوم  زا 300 ، رت  کچوک کرتشم  یمقر  هس ددع  دنچ  یباسح   و    یاه  هلابند ,۲رد  ۹, ۱۶, ۲۳, . . .۱۲, ۱۷, ۲۲, ۲۷, . . .

6 (2 5 (1
8 (4 7 (3

: یگداوناخ مان  مان و 
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.دنـشاب56 یباسح  ۀلابند  کی  زا  یلاوتم  ۀلمج  هس  دنناوت  یم متـشه  ۀلمج  مجنپ و  ۀلمج  ربارب  ود  مود ، ۀلمج  یـسدنه ، ۀـلابند  کی  رد 
؟ تسا اه  نآ نیرت  کچوک رباربدنچ  ددع  هس  نیا  نیرت  گرزب

(2 (1
(4 (3

۲ + ۳‾‾√۵ + ۲ ۳‾‾√
۵ + ۴ ۳‾‾√۷ + ۴ ۳‾‾√

نیا57 تلامج  عومجم  دّح  .دنا  یلوزن یـسدنه  ۀـلابند  لوا  ۀـلمج  هس  بیترت  هب  و  ، دادعا   ، x رادـقم کی  یازا  هب 
؟ تسا مادک  هلابند ،

x, ۸ − x۱۲ + x

21 (2 18 (1
27 (4 24 (3

؟58 تسا مادک  ترابع  ، ×لصاح  ×۱۲‾‾√۶ ۵۴‾ ‾‾√۴ ۲ ۶‾‾√۴‾ ‾‾‾‾√۳

(2 (1
6 (4 (3

۶ ۲‾√۶۳ ۳۲‾ ‾‾√۶

۲ ۹‾√۳

؟59 تسا مادک  ترابع  ، لصاح  دنشاب  αرگا  و   = ۳ − ۴۲‾√‾ ‾‾‾‾‾‾‾‾√۴β = ۳ + ۴۲‾√‾ ‾‾‾‾‾‾‾‾√۴( + − αβ)( + + αβ)α۲ β۲ α۲ β۲

8 (2 6 (1
(4 (3۶ ۲‾√۷ ۲‾√

یراشعا60 مقر  دنچ  یاراد  ددع   .دوش  یم کیدزن  رایسب   A یایوگ تباث و  ددع  هب  دادعا   ۀلابند 
؟ تسا

۱/۴۵, ۱/۴۵۴۵, ۱/۴۵۴۵۴۵, . . .۱
A

5 (2 4 (1
7 (4 6 (3

: یگداوناخ مان  مان و 
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هنیزگ 3 1

: میراد میریگب ، رظن  رد  ۀلداعم   یاه  هشیر ار  رگا  و  

: دوش یم مود   هجرد  ۀلداعم  یاه  هشیر نیاربانب  و  

αβ۲ − x − ۲ = ۰x۲

۲ − x − ۲ = ۰ ⇒ {x۲ S = α + β = =−b
a

۱
۲

P = αβ = = −۱c
a

α۳β۳۸ − mx − ۸ = ۰x۲

۸ − mx − ۸ = ۰ ⇒ = + = − ۳αβ(α + β)x۲ S′ α۳ β۳ (α + β)۳

= − ۳(−۱)( ) = + =( )۱
۲

۳ ۱
۲

۱
۸

۳
۲

۱۳
۸

= − = ⇒ = ⇒ m = ۱۳S′
b
a

m
۸

۱۳
۸

m
۸

هنیزگ 3 2

و  لـصاح   سپـس  .میروآ  یم  تسد  هب  ار  و   لصاح   ۀلداعم  ، یور  زا  ادـتبا 
، دنشاب ود  هجرد  ۀلداعم  کی  یاه  هشیر  برـض  لصاح  عمج و  لصاح  ریداقم  رگا  و   .مینک  یم  هبساحم  ار   

.دوش یم  هتشون  تروص    هب  ود  هجرد  ۀلداعم  نآ 

: میروآ یم  تسد  هب  دیدج  ۀلداعم  یارب  ار   و  

 
 

: دیآ یمرد  ریز  تروص  هب  دیدج  هجرد 2  ۀلداعم  نیاربانب 

 

۲ − ۳x − ۴ = ۰x۲α + βαβ+ ۱ + + ۱۱
α

۱
β

( + ۱) ( + ۱)۱
α

۱
βSP

− Sx + P = ۰x۲

۲ − ۳x − ۴ = ۰x۲ − →−−−−−−−−
هلداعم

یاه هشیر  β و α ⎧

⎩
⎨⎪⎪
α + β = −(− ) =۳

۲
۳
۲

αβ = − = −۲۴
۲

SP

S = + ۱ + + ۱ = + + ۲ = + ۲ = + ۲ = − + ۲ =۱
α

۱
β

۱
α

۱
β

α+β
α β

۳
۲
−۲

۳
۴

۵
۴

P = ( + ۱)( + ۱) = + + + ۱ = − − + ۱ = −۱
α

۱
β

۱
αβ

۱
α

۱
β

۱
۲

۳
۴

۱
۴

− x − = ۰ ۴ − ۵x − ۱ = ۰x۲ ۵
۴

۱
۴ −→−

× ۴
x۲

هياپ تايضاير  ليسنارفيد و  يدنب  عمج  يزرواشکسرد : سدنهم  ریبد :
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هنیزگ 2 3

تسد هب  ار  تسا   یفاک  هاگنآ  دنشاب  ۀلداعم   یاه  هشیر مینک  و   ضرف  رگا 
.میروآ

= αx۱ β۲= βx۲ α۲۸ + kx − ۱ = ۰x۲+x۱ x۲

۲ − ۳x − ۱ = ۰ ⇒x۲
⎧

⎩
⎨⎪⎪
s = α + β = =−b

a
۳
۲

p = αβ = =c
a

−۱
۲

۸ + kx − ۱ = ۰ ⇒ + =x۲ x۱ x۲
−b
a

⇒ α + β = ⇒ αβ(β + α) = − ⇒ ( )(− ) = − ⇒ k = ۶β۲ α۲ −k
۸

k
۸

۳
۲

۱
۲

k
۸

هنیزگ 2 4

ۀطبار زا  هدافتسا  اب  رادقم  و  اه  هشیر  عومجم  ۀـطبار  زا  هدافتـسا  اب  .میریگ  یم  رظن  رد  ار   رگید  ۀشیر  ار  و  هشیر  کی 
.مینک یم  نWعت  ار  اه ،  هشیر  برض  لصاح 

: مینک یم  هبساحم  ار  رادقم  

α+ ۵α
۲α

m

− ۸x + m = ۰ α + + ۵ = −(− ) = ۸ ⇒ + ۵ = ۸x۲ − →−−−−−−−−−−−
هلداعم

یاه هشیر  ( +۵) و αa
۲ α

۲
۸
۱

۳α
۲

⇒ = ۳ ⇒ α = ۲۳α
۲

m
α( + ۵) = = m ⇒ ۲(۱ + ۵) = m ⇒ m = ۲ × ۶ = ۱۲α

۲
m
۱

هنیزگ 2 5

: دشاب رارقرب  ریز  طرش  ود  دیاب  دریگ  رارق  اه  x روحم یلااب  هراومه  ود  هجرد عبات  رادومن  هکنیا  یارب  هتکن :
(1

.دشاب رفص  زا  رتشیب  بیرض   ( 2
: میراد نیاربانب 

Δ < ۰
x۲

⎧

⎩
⎨⎪⎪

بیرض > ۰ ⇒ ۱ − a > ۰ ⇒ a < ۱ (۱)x۲

Δ < ۰ ⇒ + ۴a(۱ − a) < ۰ ⇒ ۲۴ + ۴a − ۴ < ۰(۲ )۶‾‾√ ۲ a۲

⇒ − a − ۶ > ۰ ⇒ (a + ۲)(a − ۳) > ۰ ⇒ a < −۲ ای a > ۳ (۲)a۲

a < −۲− →−−−−
(۱) ⋂(۲)
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هنیزگ 2 6

نامزمه طرش  و   ود  هک  تسا  تبثم  هاوخلد   رادقم  ره  یازا  هب  یتروص  رد  ود   هجرد  ترابع 
: میریگ یم  کارتشا  اه  نآ  نیب  هدروآ و  تسد  هب  ار  طرش  ود  نیا  باوج  هعومجم  .دشاب  رارقرب 

 

: میریگ یم  کارتشا  باوج  و   هعومجم  ود  نیب 
 

y = a + bx + cx۲xa > ۰Δ < ۰

۱) a > ۰ ⇒ m − ۱ > ۰ ⇒ m > ۱ (I)
f (x) = (m − ۱) + ۶x + ۲m + ۱x۲

۲) Δ < ۰ ⇒ − ۴(m − ۱)(۲m + ۱) < ۰ ⇒ ۳۶ − ۴(m − ۱)(۲m + ۱) < ۰ ۹۶۲ ⇒
÷ ۴

− (m − ۱)(۲m + ۱) < ۰
⇒ ۹ − ۲ + m + ۱ < ۰ ⇒ −۲ + m + ۱۰ < ۰ ⇒ ۲ − m − ۱۰ > ۰m۲ m۲ m۲

⇒ (۲m − ۵)(m + ۲) > ۰
⇒ m > ای m < −۲ (II)۵

۲
(I)(II)

(I) ⋂ (II) : m > ⇒ m > ۲/۵۵
۲

هنیزگ 3 7

: میراد زاین  یتاعلاطا  هچ  هب  تست  لح  یارب  دوش  صخشم  ات  مینک  یم  هداس  ار  ترابع   لوا 

 

یم لمع  ریز  تروص  هب  ندروآ   تسد  هب  یارب  .دوش  یم  هبساحم  یتحار  هب تسا و  هلداعم  یاه  هشیر  برض  لصاح 
: مینک

 

 

: اب تسا  ربارب  لصاح  سپ 

 

+۱
α√

۱
β√

+ =۱
α√

۱
β√

+β√ α√
αβ√

αβ+α‾‾√ β‾‾√

A = + ⇒ = α + β + ۲ ⇒ A =α‾‾√ β‾‾√ A۲ αβ‾‾‾√ α + β + ۲ αβ‾‾‾√‾ ‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾√

۴ − ۱۲x + ۱ = ۰x۲ − →−−−−−−−−
هلداعم

یاه هشیر  β و α ⎧

⎩
⎨⎪⎪
α + β = −(− ) = ۳۱۲

۴

αβ = ۱
۴

+ = = = = ۲α‾‾√ β‾‾√ α + β + ۲ αβ‾‾‾√‾ ‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾√ ۳ + ۱‾ ‾‾‾‾√ ۴‾‾√
+۱

α√

۱
β√

+ = = = ۴۱
α‾‾√

۱
β‾‾√

۲
۱
۴
‾‾

√
۲
۱
۲

هنیزگ 1 8

.دشاب یفنم  نامه   ای  بیرض   هک  تسا  نیا  دنکن  روبع  لوا  ۀیحان  زا  عبات   رادومن  هکنیا  یارب  طرش  yنیلوا  = a + bx + cx۲x۲a
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: میشاب هتشاد  دیاب  اجنیا  رد  هک 

: لوا شور 
: درک ضرف  ریز  تلاح  ود  رد  ناوت  یم  ار  لاؤس  تروص  عبات 

: دشاب رارقرب  ریز  طیارش  دیاب  فلا )  ) تلاح رد 

.دشاب هک  تسا  یفاک  اهنت  ب )  ) تلاح رد  و 
: میراد فلا )  ) تلاح یارب 

( .تسا رارقرب  هراومه  هکنیا  ، هب  هجوت  اب  )

(: ب  ) تلاح یارب 

: میراد درذگ  یمن  لوا  هیحان  زا  یمهس  ب )  ) و فلا )  ) تلاح ود  ره  یازا  هب  نوچ 

: مود شور 
هدمآ تسد هب باوج  هعومجم  سپس  درذگب  لوا  هیحان  زا  اًمتح  رادومن  هک  میریگ  یم  رظن  رد  ار  یتلاح  تسا  هکنیا   هب  هجوت  اب 

.مینک یم  مک  زا   ار 
.دراد ممیزکام  عبات  سپ  تسا و  ؛ أدبم   زا  ضرع  نوچ 

: دشاب رارقرب  دیاب  ریز  طورش  رادومن  هب  هجوتاب  و 

a − ۳ < ۰ ⇒ a < ۳

f (x) = (a − ۳) + ax − ۱ ⇒ أدبم زا  ضرع   = −۱x۲

P > ۰ , S < ۰ , Δ > ۰
Δ ≤ ۰

Δ > ۰ → + ۴(a − ۳) > ۰ → + ۴a − ۱۲ > ۰ → aa۲ a۲

> ۲ ای a < −۶ (I)

S < ۰ → − < ۰ −a > ۰ ⇒ a < ۰ (II)a
a−۳ − →−−−−

a−۳ < ۰

P > ۰ → > ۰ (III)−۱
a−۳

a − ۳ < ۰
(I) ⋂ (II) ⋂ (III) ⇒ a < −۶

Δ ≤ ۰ ⇒ + ۴(a − ۳) ≤ ۰ ⇒ + ۴a − ۱۲ ≤ ۰ ⇒a۲ a۲

−۶ ≤ a ≤ ۲

(−∞ , −۶)⋃[−۶ , ۲] = (−∞ , ۲] ⇒ a ≤ ۲

a < ۳
a < ۳

−۱a < ۳

۱) دشاب هتشاد  هشیر  ود  دیاب  ⇒ Δ > ۰
۲) اه هشیر  عمج  > ۰

۳) اه هشیر  برض  > ۰
Δ > ۰ ⇒ − ۴(a − ۳)(−۱) > ۰ ⇒ − ۴a − ۱۲ > ۰a۲ a۲

⇒ (a − ۲)(a + ۶) > ۰ ⇒ a > ۲ ای a < −۶ (I)
اه هشیر  عمج  > ۰ ⇒ > ۰ ⇒ ۰ < a < ۳ (II)−a

a−۳
اه هشیر  برض  > ۰ ⇒ > ۰ ⇒ a < ۳ (III)−۱

a−۳
(I) ⋂ (II) ⋂ (III) ⇒ ۲ < a < ۳
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لاؤس هتساوخ  زا   هزاب  نیا  ندرک  مک  اب  سپ  .دـنک  یم  روبع  لوا  هیحاـن  زا  اًـمتح  عباـت  یارب   هدـمآ  تسد  هب  ۀزاب  یازا  هب 

.دوش یم  ققحم 

.درذگ یمن  تاصتخم  یاهروحم  لوا  ۀیحان  زا  عبات  رادومن  یارب   قوف  ۀزاب  یازا  هب  هجیتنرد 

aa < ۳

(−∞ , −۳) − (۲ , ۳) = (−∞ , ۲] ⇒ a ≤ ۲
a

هنیزگ 3 9

یم ضرف  .مینک  یم  هدافتسا  ریغتم  رWغت  زا  ۀطباض   ندروآ  تسد  هب  یارب  .تسا  هدش  هداد  ام  هب  ۀطباض  و   ود 
هب عبات   لااح  .مینک  یم  صخشم  ار  تیاهن   رد  هدروآ و  تسد  هب  بسح   رب  ار  تروص   نیا  رد  .دشاب  ربارب   مینک  

.تسا هدمآ  تسد  هب  لقتسم  تروص 

g(x)f (g(x))f (x)
g(x)txtf (t)f (x)

g(x) = ۲x − ۳ = t ⇒ ۲x = t + ۳ ⇒ x = t + ۳
۲

f (g(x)) = ۴( − ۴x + ۵) ⇒ f (t) = ۴( − ۲(t + ۳) + ۵) ⇒x۲ (t + ۳)۲
۴

f (t) = − ۸(t + ۳) + ۲۰ = + ۶t + ۹ − ۸t − ۲۴ + ۲۰ ⇒(t + ۳)۲ t۲

f (t) = − ۲t + ۵ ⇒ f (x) = − ۲x + ۵t۲ x۲

هنیزگ 3 10

هب ار  عبات   ۀطباض  ریغتم ، رWغت  زا  هدافتسا  اب  ادتبا  .تسا  هدش  هداد  ام  هب  عبات  و   ود  ۀطباض  هلئسم  تروص  رد 
رارق ار  ۀطباض   ریغتم  ، یاج  هب  عبات   ۀطباض  رد  تسا  یفاک  عبات   ۀـطباض  ندروآ  تسد  هب  یارب  .میروآ  یم  تسد 

.میهد

: مینک یم  نWعت  ار  نامه   ای  عبات   ۀطباض  لااح 

f (x)g(f (x))g(x)
f ogf (x)xg(x)

f (x) = ۲x + ۳ , g(f (x)) = ۸ + ۲۲x + ۲۰ ⇒ g(۲x + ۳) = ۸ + ۲۲x + ۲۰x۲ x۲

۲x + ۳ = t ⇒ ۲x = t − ۳ ⇒ x = t − ۳
۲

g(t) = ۸ + ۲۲( ) + ۲۰ ⇒ g(t) = ۸( ) + ۱۱(t − ۳) + ۲۰( )t − ۳
۲

۲ t − ۳
۲

− ۶t + ۹t۲

۴
⇒ g(t) = ۲ − ۱۲t + ۱۸ + ۱۱t − ۳۳ + ۲۰ = ۲ − t + ۵ ⇒ g(x) = ۲ − x + ۵t۲ t۲ x۲

f og(x)f (g(x))
f (x) = ۲x + ۳ , g(x) = ۲ − x + ۵ ⇒ f og(x) = f (g(x)) = ۲(۲ − x + ۵) + ۳ ⇒x۲ x۲

f (g(x)) = ۴ − ۲x + ۱۰ + ۳ = ۴ − ۲x + ۱۳x۲ x۲
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هنیزگ 3

لوا ماگ 

مود ماگ 

11

: دینک تقد  بوخ  هدش  هداد  نیشام  لکش  هب 

نیا ام  .دنک  یم  مک  دـحاو  ود  نآ  زا  هدرک و  ربارب  ود  ار  ریغتم  نیا  هک  دوش  یم  یهاگتـسد  دراو  .میریگ  یم  رظن  رد  ار   یدورو  ریغتم 
یم لیمکت  ریز  تروص  هب  ار  هاگتسد  لکـش  نیاربانب  .میریگ  یم  رظن  رد  مه   ار  یدعب  هاگتـسد  .مینک  یم  ضرف  ار   هاگتسد 

: مینک

.تسا ینعی   تسا ، هدش  ربارب   یدورو   ریغتم  یازا  هب  یجورخ 

یدورو ۲x − ۲ →−یجورخ −→ x
+۱x√
−→

x
f (x)g(x)

یدورو
⏟x

−→ ۲x − ۲
⏟f(x)

−→ x
+۱x√⏟g(x)

−→ یجورخ
⏟g(f(x))

x۴
۳g(f (x)) = ۴

۳

: مینک هبساحم  ار  رادقم   تیاهن  رد  هدرک و  نWعت  ار  میناوت   یم  نتشاد  و   اب  لااح 

 

.دمآ تسد  هب  نیشام   نیا  یدورو  نیاربانب 

f (x)g(x)g(f (x))x
f (x) = ۲x − ۲ , g(x) = x

+ ۱x√

g(f (x)) = = = ⇒ ۳(۲x − ۲) = ۴ + ۴f (x)
+ ۱f (x)‾ ‾‾‾√

۲x − ۲
+ ۱۲x − ۲‾ ‾‾‾‾‾√

۴
۳ ۲x − ۲‾ ‾‾‾‾‾√

۳ = ۴t + ۴ ⇒ ۳ − ۴t − ۴ = ۰ ⇒− →−−−−−
=t۲x−۲√

t۲ t۲

(۳t + ۲)(t − ۲) = ۰ ⇒
⎧

⎩
⎨⎪⎪
t = ۲ ⇒ = ۲ ⇒ ۲x − ۲ = ۴ ⇒ ۲x = ۶ ⇒ x = ۳۲x − ۲‾ ‾‾‾‾‾√

t = − ⇒ = − ق ق ۲غ
۳ ۲x − ۲‾ ‾‾‾‾‾√ ۲

۳
x = ۳

هنیزگ 2

لوا ماگ 

مود ماگ 

12

.دینک باسح  ار  رادقم   دعب  هدروآ و  تسد  هب  لقتسم  تروص  هب  ار  عبات   ۀطباض  تسین  یزاین  لاًصا  تست  نیا  لح  یارب 
هدش هداد  ام  هب  ۀطباض  و   .دوش ) یم  رت  ینلاوط  تست  لح  نامز  یلو  تسین  طلغ  دـیهد  ماجنا  مه  ار  راک  نیا  هتبلا  )

، هدمآ تسد  هب  یازا   هب  .مینک  لح  ار  هلداـعم  هداد و  رارق  ربارب 3  ار  تسا   یفاک  .میهاوخ  یم  ار  رادقم   ام  لااح  .تسا 
.دوش یم  هبساحم  رادقم  

f (x)f (۳)
g(x)f (g(x))

f (۳)g(x)x
f (۳)

 
g(x) = ۲x − ۱ , f og(x) = ⇒ f (۲x − ۱) =x

x − ۳
x

x − ۳

۲x − ۱ = ۳ ⇒ ۲x = ۴ ⇒ x = ۲ f (۳) = = = −۲− →−−−−−−−
x=۲

f(۲x−۱)= x
x−۳ ۲

۲ − ۳
۲
−۱
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هنیزگ 4 13

ربارب  ار  عبات   .مینک  یم  هبساحم  ار  رادقم   سپس  هدرک ، نWعت  عبات   نوراو  بسح  رب  ار  عبات   نوراو  ادتبا 
: میراد .میریگ  یم  رظن  رد 

ود ندرک  نوراو  هجیتن و  نیمه  زا  هدافتـسا  اب  .تسا  تفرگ   هجیتن  ناوت  یم  میشاب ، هتشاد  ار  یواست   رگا 
: میروآ یم  تسد  هب  ار  عبات   ۀطباض  یواست  فرط 

: مینک یم  باسح  ار  رادقم   ادتبا  رادقم   ندروآ  تسد  هب  یارب  لااح 

g(x)f (x)(۱۶)g−۱g(x)y

g(x) = f (۳x − ۴) ⇒ y = f (۳x − ۴)
g(x) = y(y) = xg−۱

(x)g−۱

y = f (۳x − ۴) ⇒ (y) = (f (۳x − ۴)) = (y) = ۳x − ۴f −۱ f −۱ f −۱

⇒ ۳x = (y) + ۴ ⇒ x = ⇒ (x) =f −۱ (y) + ۴f −۱

۳ g−۱ (x) + ۴f −۱

۳
(۱۶)g−۱(۱۶)f −۱

(x) = x + (۱۶) = ۱۶ + = ۱۶ + ۴ = ۲۰f −۱ x√ − →−−
x=۱۶

f −۱ ۱۶‾‾√

(۱۶) = = = ۸g−۱ ۲۰ + ۴
۳

۲۴
۳

هنیزگ 1 14

؛ تسا مراهچ  لوا و  ۀیحان  زاسمین  هب  تبـسن  نآ  ۀنیرق  عبات  ره  نوراو  تسا و  کی  عاعـش  هب  هریاد  مین عبات   رادومن 
.تسا رادومن   هیبش  رادومن   نیاربانب 

f (x) =
⎧

⎩
⎨⎪⎪
+ ; ۰ < x < ۱۱ − x۲‾ ‾‾‾‾‾√
− ;−۱ < x < ۰۱ − x۲‾ ‾‾‾‾‾√

y = ۱ − x۲‾ ‾‾‾‾‾√
f −۱f
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هنیزگ 4 15

یتاثلثم  تبسن  ریغتم   یاج  هب  سپـس  مینک ، نWعت  ار  ۀطباض   دیاب  ادتبا  تسا  هدش  هتـساوخ  ام  زا  ۀطباض  
.میروآ تسد  هب  ار  ۀطباض   نایاپ  رد  هداد و  رارق  ار   

: میروآ یم  تسد  هب  ار  ۀطباض  

(sin x)f −۱(x)f −۱x
sin x(sin x)f −۱

f (x) = ⇒ y = ⇒ y = x
x

۱ + x۲‾ ‾‾‾‾‾√
x

۱ + x۲‾ ‾‾‾‾‾√
۱ + x۲‾ ‾‾‾‾‾√ − →−−−−

ناوت 2 هب 

(۱ + ) = ⇒ + = ⇒ − = ⇒y۲ x۲ x۲ y۲ y۲x۲ x۲ x۲ y۲x۲ y۲

(۱ − ) = ⇒ = x =x۲ y۲ y۲ x۲ y۲

۱ − y۲ − →−−−−−−−
تملاع مه  y,x y

۱ − y۲‾ ‾‾‾‾‾√
⇒ (x) =f −۱ x

۱ − x۲‾ ‾‾‾‾‾√
(sin x)f −۱

(sin x) = (sin x) =f −۱ sin x

۱ − xsin۲‾ ‾‾‾‾‾‾‾√
− →−−−−−−−
۱− x= xsin۲ cos۲

f −۱ sin x

xcos۲‾ ‾‾‾‾‾√

⇒ (sin x) =f −۱ sin x
| cos x|

هنیزگ 4 16

: دیشاب هتشاد  هجوت  ریز  تاکن  هب  تست  لح  رد 
یم هدـش  هداس  تروص  هب  ار  عبات  ۀـطباض  قلطمردـق ، نورد  ترابع  یاـه  هشیر  هب  هجوت  اـب  ادـتبا  قلطمردـق  لـماش  عباوت  رد  فلا )

.میسیون
.تسا یلوزن  اًدیکا  هزاب  مادک  رد  عبات  مینک  یم  نWعت  ب )

یاج ار  یاج  ،  هب  یاج  ، و  هب  تیاـهن  رد  هدروآ و  تسد  هب  بسح   رب  ار  سوکعم ،  عبات  ۀـطباض  نWعت  یارب  ج )
.تسا یلصا  عبات  درب  ربارب  سوکعم  عبات  ۀنماد  هک  دینک  هجوت  هتکن  نیا  هب  .مینک  یم  نیزگ 

: میروآ یم  تسد  هب  ار  سوکعم  عبات  ۀطباض  .تسا  یلوزن  اًدیکا  ۀزاب   رد  عبات 

یم رد  تروص   هب  سوکعم  عبات  ۀـنماد  سپ  .تسا  دشاب ،  یتقو  یلصا  عبات  ۀطباض  رد 
.تسا تسرد  ۀنیزگ 4  سپ  .دیآ 

xyx(x)f −۱yx

f (x) = |۲x − ۶| − |x + ۴| + x =
⎧

⎩
⎨⎪⎪

x < −۴ : −(۲x − ۶) + (x + ۴) + x = ۱۰
−۴ ≤ x ≤ ۳ : −(۲x − ۶) − (x + ۴) + x = −۲x + ۲

x > ۳ : (۲x − ۶) − (x + ۴) + x = ۲x − ۱۰
[−۴,۳]

y = −۲x + ۲ ⇒ y − ۲ = −۲x ⇒ x = − y + ۱ ⇒ (x) = − x + ۱۱
۲ f −۱ ۱

۲
−۴ ≤ x ≤ ۳−۴ ≤ y ≤ ۱۰[−۴, ۱۰]
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هنیزگ 4 17

ۀـلداعم  یاه  باوج  ناـمه  اـی  و  یاهرادومن   یقلات  طاـقن  نWعت  یارب  دـشاب ، یدوعـص  اًدـیکا  عباـت  کـی  عباـت   رگا 
دربراک یلوزن  اًدیکا  عباوت  دروم  رد  هتکن  نیا  دینک  هجوت   ) .مینک نWعت  ار  ۀلداعم   یاه  باوج  تسا  یفاک   
.تسا هدش  فیرعت  هنماد  یور  یدوعـص  اًدـیکا  عبات  کی  ۀنماد   اب  عبات   .درادن )

.مینک یم  لح  ار  ۀلداعم   یقلات  و   طاقن  نWعت  یارب  نیاربانب 

.دنتسه عطاقتم  ریغ  عبات  و   ود  یاهرادومن  نیاربانب 

f (x)ff −۱

(x) = f (x)f −۱f (x) = x
f (x) = + ۲x + ۱ =x۲ (x + ۱)۲(−۱, +∞)

ff −۱f (x) = x
f (x) = x ⇒ = x ⇒ + ۲x + ۱ = x ⇒ + x + ۱ = ۰(x + ۱)۲ x۲ x۲

⇒ Δ = ۱ − ۴(۱)(۱) = −۳ < ۰ → تسا هشیر  دقاف  هلداعم  نیا 
ff −۱

هنیزگ 3 18

.دنک یم قدص  عباوت  و   ۀطباض  رد  دروخرب  fطاقن  (x) = A(۲)Bx۴y = ۵x

۴y = ۵x ⇒
⎧

⎩
⎨⎪⎪
x = ۲ ⇒ y = ⇒ (۲, )۵

۲
۵
۲

x = ۴ ⇒ y = ۵ ⇒ (۴, ۵)

f (x) = A ⇒(۲)Bx
⎧

⎩
⎨⎪⎪
(۲, ) : = A ⇒ ۵ = ۲A۵

۲
۵
۲ (۲)B×۲ (۲)۲B

(۴, ۵) : ۵ = A(۲)B×۴

⇒ ۲A = A ⇒ = ⇒ ۲B + ۱ = ۴B ⇒ B =(۲)۲B (۲)۴B ۲۲B+۱ ۲۴B ۱
۲

۵ = A ۵ = A ⇒ A = ⇒ f (x) =(۲)۴B − →−−
B= ۱

۲
(۲)۲ ۵

۴
۵
۴ (۲)

x
۲

= ۱۰ ⇒ = ۸ = ⇒ = ۳ ⇒ x = ۶ ⇒ (۱۰) = ۶۵
۴ (۲)

x
۲ (۲) x

۲ ۲۳ x
۲ f −۱

هنیزگ 2 19

: مینک یم لح  ار  لااب  تلاداعم  زا  کیره  لاح 

.دنک یم عطق  لوط 9 و   هب  یطاقن  رد  ار  اه  x روحم عبات  ، رادومن  نیاربانب 

f (۶) = f (− ) = ۰۱
۴

f (g(x)) = ۰ ⇒ { ⇒ {
g(x) = ۶
g(x) = − ۱

۴

x − = ۶x√
x − = −x√

۱
۴

x − − ۶ = ۰ − t − ۶ = ۰ ⇒ (t − ۳)(t + ۲) = ۰ t = ۳ x = ۹x√ − →−−−−
t= >۰x√

t۲ −→−
t>۰

− →−−
x=t ۲

x − + = ۰ − t + = ۰ ⇒ = ۰ ⇒ t = x =x√
۱
۴ − →−−−−

t= >۰x√
t۲

۱
۴ (t − )۱

۲
۲ ۱

۲ − →−−
x=t ۲ ۱

۴
f og۱

۴
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لوبق لباق  ریداقم  اب  هسیاقم  قیرط  زا  .دوش  یم  هدوب و   سپ   دشاب  تبثم  دیاب  متیراگل  یولج  ترابع  فلا )
.دوش یم  صخشم  نیب  و   ۀطبار  یارب  

یم باسح  تیاهن   رد  هدش و  صخـشم  و   ریداقم   هدـش  هداد  لوهجم  ود  هلداعم و  ود  لح  اـب  .تسا  ب ) 
.دوش

ax + b > ۰x > − b
a

xab
f (۴) = ۲abf (− )۴

۹

: مینک یم  هبساحم  ار  لااح   .دمآ  تسد  هب  تروص   هب  عبات   ۀطباض  سپ 

 

x > − , x ∈ (− , +∞) ⇒ − = − ⇒ a = ۲b (I)b
a

۱
۲

b
a

۱
۲

f (۴) = ۲ ⇒ = ۲ ⇒ ۴a + b = = ۹ ⇒ ۴a + b = ۹log(۴a+b)۳ ۳۲

۴(۲b) + b = ۹ ⇒ ۸b + b = ۹ ⇒ ۹b = ۹ ⇒ b = ۱ a = ۲−→−
(I)

−→−
(I)

f (x)f (x) = log(۲x+۱)
۳f (− )۴

۹

f (− ) = = = = −۲ = −۲۴
۹ log

(− +۱)۸
۹

۳ log
۱
۹

۳ log۳−۲

۳ log۳
۳

هنیزگ 2 21

: اب تسا  ربارب  باوج  ۀعومجم  نیاربانب  تفرگ ؛ کارتشا  و )**(  زا )*(  دیاب 

۲ − x ≥ ۰ ⇒ x ≤ ۲ ⇒ = (−∞, ۲]Df

− ۱۵x > ۰ ⇒ x(x − ۱۵) > ۰ ⇒ = (∞, ۰)⋃(۱۵, +∞)x۲ Dg

= {x|x ∈ , g(x) ∈ }Dfog Dg Df

= {x|x ∈ (−∞, ۰) (۱۵, +∞), log( − ۱۵x) ≤ ۲}⋃
∗

x۲

log( − ۱۵x) ≤ ⇒ − ۱۵x ≤ ۱۰۰ ⇒ − ۱۵x − ۱۰۰ ≤ ۰x۲ log ۱۰۰
۱۰ x۲ x۲

⇒ (x − ۲۰)(x + ۵) ≤ ۰ ⇒ x ∈ [−۵, ۲۰] (∗∗)

x ∈ [−۵, ۰)⋃(۱۵, ۲۰]− →−−−
(∗∗),(∗)
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هنیزگ 2 22

: هجیتنرد میراد  ،  هراومه 

 

f (x) = ⇒ ۱ + = ۰ ⇒ = −۱ ق.ق.غ ⇒ = ℝ
۱ − x۲

۱ + x۲ x۲ x۲ Df

g(x) = ⇒ x − ≥ ۰ ⇒ x(۱ − x) ≥ ۰ ⇒ ۰ ≤ x ≤ ۱ ⇒ : [۰ , ۱]x − x۲‾ ‾‾‾‾‾√ x۲ Dg

: {x ∈ |f (x) ∈ } = {x ∈ ℝ|۰ ≤ ≤ ۱}Dgof Df Dg
۱ − x۲

۱ + x۲

≤ ۱۱−x۲

۱+x۲

≥ ۰ ۱ − ≥ ۰ ⇒ x ∈ [−۱, ۱]۱−x۲

۱+x۲ − →−−−
۱+ >۰x۲

x۲

هنیزگ 3 23

زا هدافتسا  اب  هداد و  لیکشت  ار  عبات   سپس  میروآ   یم  تسد  هب  ار  لصاح   نآ  هب  هجوت  اب  .میراد  ار  ۀطباض  
.میروآ یم  تسد  هب  ار  نآ  درب  حیحص ، ءزج  یاه  یگژیو 

 

دیشاب  :  هتشاد  رطاخ  هب  حیحص  ءزج  یاه  یگژیو  زا 
اب  : تسا  ربارب  عبات   نیاربانب 

 
: دتفا یم  قافتا  یارب   تلاح  ود  رادقم   هب  هجوت  اب  .میهد  یم  ناشن  اب   ار  ددع   یراشعا  تمسق 

 

.دوش  یم  ربارب   عبات   درب  نیاربانب 

f (x)f (۲x − ۳)g(x)

f (x) = x − [x] ⇒ f (۲x − ۳) = ۲x − ۳ − [۲x − ۳] − →−−−−−−
k∈ℤ

[x+k]=[x]+k

f (۲x − ۳) = ۲x − ۳ − [۲x] + ۳ = ۲x − [۲x]
g(x) = f (۲x − ۳) − ۲f (x) = ۲x − [۲x] − ۲(x − [x]) = ۲x − [۲x] − ۲x + ۲[x]

= ۲[x] − [۲x]
[۲x] = [x] + [x + ]۱

۲
g(x)

g(x) = ۲[x] − [x] − [x + ] = [x] − [x + ]۱
۲

۱
۲

xppg(x)

g(x) = [x] − [x + ] =۱
۲

⎧

⎩
⎨⎪⎪

۰ ۰ ≤ p < ۱
۲

−۱ ≤ p < ۱۱
۲

g(x){−۱, ۰}
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میراد : سپ  دشاب  یفنمان  دیاب  جوز  ۀجرف  اب  لاکیدار  ریز  xfترابع  (x) ≥ ۰

: میراد .تسا  رارقرب  ییاه   هزاب  هچ  رد  مینک  یم  صخشم  تملاع ، نWعت  لودج  زا  هدافتسا  اب  لااح 

هنماد سپ  تسا ، عبات  فیرعت  هنماد  یارب  لوبق  لباق  ریداقم  هدـش  صخـشم  ۀزاـب  ود 
.دیآ یمرد  تروص   هب  عبات   فیرعت 

xf (x) ≥ ۰

xf (x)‾ ‾‾‾‾√[−۳, ۰] ∪ [۱, ۲]

هنیزگ 4 25

: میراد ثلثم   رد  اه  سونیس ۀیضق  قبط 

= , = ⇒ =B ۶۰∘ C ۴۵∘ A ۷۵∘
sin( ) = sin( + ) = sin cos + cos sin۷۵∘ ۴۵∘ ۳۰∘ ۴۵∘ ۳۰∘ ۴۵∘ ۳۰∘

= × + × =۲‾√
۲

۳‾‾√
۲

۲‾√
۲

۱
۲

+۶‾‾√ ۲‾√
۴

ABC

= ⇒ = ⇒ AC = × ۴ ×BC
sin A

AC
sin B

۳ + ۳‾‾√
+۶√ ۲√
۴

AC
۳√

۲

۳‾‾√
۲

۳ + ۳‾‾√
+۶‾‾√ ۲‾√

= ۲ × = ۳۳‾‾√ ( + ۱)۳‾‾√ ۳‾‾√
( + ۱)۲‾√ ۳‾‾√

۲‾√
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هنیزگ 4 26

: میریگ یم رظنرد  ریز  لکش  تروص  هب ار  ثلثم  علاضا 

: دیآ یم تسد  هب ریز  تروص  هب ثلثم  تحاسم  سپ 

: م�امن یم هدافتسا  اه  سونیسک ۀطبار  زا  ۀبساحم   یارب 

: میروآ یم تسد  هب  ار  رادقم   لاح 

: هجیتنرد

S = (۷)(۹) sin θ = sin θ۱
۲

۶۳
۲

sin θ
= + − ۲bc cos θ ⇒ = + − ۲(۹)(۷) cos θ ⇒ ۱۴۴ = ۴۹ + ۸۱ − ۲a۲ b۲ c۲ ۱۲۲ ۹۲ ۷۲

× ۹ × ۷ cos θ

⇒ ۱۴ = −۲ × ۹ × ۷ cos θ ⇒ cos θ = − ۱
۹

sin θ

θ + θ = ۱ ⇒ θ = ۱ − = ⇒ sin θ = =sin۲ cos۲ sin۲ ۱
۸۱

۸۰
۸۱

۸۰√
۹

۴ ۵√
۹

S = ( ) = ۱۴۶۳
۲

۴ ۵√
۹ ۵‾‾√

هنیزگ 3 27

.تسا نآ 1.5  رادقم  ممیزکام  ربارب  و  عبات  بوانت  ۀرود 

.تسا کی  زا  رت  گرزب اه  y روحم اب  رادومن  سامت  ۀطقن  ضرع  یفرط  زا 

 
؛) لوا تلاح   ) دشاب تبثم  ( x بیرض  ) b دیاب میریگ  یم هجیتن  ریز ، لکش  هب  هجوتاب تسا و  یفنم  عبات  رد   sin بیرض هکنیا  هب  هجوتاب

.تسا لوبق  لباق ینعی  

π

T = = π ⇒ |b| = ۲ ⇒ b = ±۲ (I)۲π
|b|

عبات ممیزکام  = ۱ + |a| = ۱/۵ ⇒ |a| = ⇒ a = ± (II)۱
۲

۱
۲

x = ۰ : y = ۱ + a sin( ) = ۱ − > ۱ ⇒ < ۰ ⇒ a < ۰ a =−π
۶

a
۲

a
۲ −→−

(II) −۱
۲

b = ۲
a + b = ۲ − =۱

۲
۳
۲
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تسد هب  ۀـیواز   بسح  رب  ار  ایاوز  مامت  مینک  یم  یعـس  تسا ، هدـش  هداد  رادـقم   لاؤس  تروص  رد  هکنیا  هب  هجوت  اـب 
.میروآ

tan ۱۵∘۱۵∘

 

: میراد نیاربانب  .مینک  یم  میسقت  رب   ار  رسک  جرخم  تروص و  دوش ، داجیا  هدش   هداد  رسک  رد  هک  نیا  یارب 

 

A = =cos − sin۲۸۵∘ ۲۵۵∘
sin − sin۵۲۵∘ ۱۰۵∘

cos( + ) − sin(۲۷۰ − ۱۵ )۲۷۰∘ ۱۵∘ ∘ ∘

sin( − ۱۵ ) − sin(۹۰ + ۱۵ )۵۴۰∘ ∘ ∘ ∘

= =sin ۱۵ − (− cos ۱۵ )∘ ∘

sin ۱۵ − cos ۱۵∘ ∘
sin ۱۵ + cos ۱۵∘ ∘

sin ۱۵ − cos ۱۵∘ ∘

tan ۱۵∘cos ۱۵∘

A = =
sin +cos۱۵∘ ۱۵∘

cos ۱۵∘
sin ۱۵ −cos ۱۵∘ ∘

cos ۱۵∘

+sin ۱۵∘
cos ۱۵∘

cos ۱۵∘
cos ۱۵∘

−sin ۱۵∘
cos ۱۵∘

cos ۱۵∘
cos ۱۵∘

= = = = − = −tan + ۱۱۵∘
tan − ۱۱۵∘

۰/۲۸ + ۱
۰/۲۸ − ۱

۱/۲۸
−۰/۷۲

۱۲۸
۷۲

۱۶
۹
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( فلا

ب)

tan(α − β) = tan α − tan β
۱ + tan α tan β

tan ۲α = ۲ tan α
۱ − αtan۲

: مینک یم هبساحم  ار  رادقم   لوا ، ماگ  زا  فلا )  ) تمسق لاؤس و  تروص  هب  هجوتاب

: میروآ یم تسد  هب  ار  رادقم   لوا  ماگ  زا  ب )  ) تمسق هب  هجوتاب نونکا 

tan α

tan( − α) = = =π
۴

tan − tan απ
۴

۱ + tan tan απ
۴

۱ − tan α
۱ + tan α

۱
۵

⇒ ۱ + tan α = ۵ (۱ − tan α) ⇒ ۱ + tan α = ۵ − ۵ tan α ⇒ ۶ tan α = ۴
⇒ tan α = =۴

۶
۲
۳

tan ۲α

tan ۲α = = = = = = ۲/۴۲ tan α
۱ − αtan۲

۲( )۲
۳

۱ − ( )۲
۳

۲

۴
۳

۱ − ۴
۹

۴
۳
۵
۹

۱۲
۵

هنیزگ 2

لوا ماگ 

مود ماگ 

30

: میراد برض  هب  عمج  لیدبت  یاه  لومرف قبط 
cos p + cos q = ۲ cos cosp+q

۲
p−q

۲

.مینک یم هداس  ناکما  دح  ات  ار  لصاح  رسک  لوا ، ماگ  هب  هجوت اب .تسا  میناد   یم

+ ۲ = =۱
cos ۲۰∘

۱ + ۲ cos ۲۰∘
cos ۲۰∘

۲( + cos )۱
۲ ۲۰∘

cos ۲۰∘
cos =۶۰∘ ۱

۲

= =
۲ ( + cos )۱

۲ ۲۰∘

cos ۲۰∘
۲(cos + cos )۶۰∘ ۲۰∘

cos ۲۰∘
۲(۲ cos cos )+۶۰∘ ۲۰∘

۲
−۶۰∘ ۲۰∘
۲

cos ۲۰∘

= = ۴ cos
۴ cos cos۴۰∘ ۲۰∘

cos ۲۰∘ ۴۰∘
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هنیزگ 4

لوا ماگ 

مود ماگ 

31

: میناد یم
tan x = sin x

cos x

sin (α + β) = sin α cos β + sin β cos α

: مینک یم هداس  ار  هدش  هداد ترابع  لوا ، ماگ  هب  هجوتاب

: میراد نیاربانب 

tan + tan = + =۷۰∘ ۱۰∘ sin ۷۰∘
cos ۷۰∘

sin ۱۰∘
cos ۱۰∘

sin cos + sin cos۷۰∘ ۱۰∘ ۱۰∘ ۷۰∘
cos cos۷۰∘ ۱۰∘

= sin ( + )۱۰∘ ۷۰∘
cos cos۷۰∘ ۱۰∘

= = = =sin ۸۰∘
cos cos۷۰∘ ۱۰∘

sin ( − )π
۲ ۱۰∘

cos cos۷۰∘ ۱۰∘
cos ۱۰∘

cos cos۷۰∘ ۱۰∘
۱

cos ۷۰∘

cos (tan + tan ) = = = =۵۰∘ ۷۰∘ ۱۰∘ cos ۵۰∘
cos ۷۰∘

cos ( − )π
۲ ۴۰∘

cos ( − )π
۲ ۲۰∘

sin ۴۰∘
sin ۲۰∘

sin ۲( )۲۰∘
sin ۲۰∘

= = ۲ cos۲ sin cos۲۰∘ ۲۰∘
sin ۲۰∘ ۲۰∘
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هنیزگ 4

لوا ماگ 

مود ماگ 

32

: میراد برض  هب  عمج  لیدبت  یاه  لومرف قبط 
sin p − sin q = ۲ sin cosp−q

۲
p+q

۲

: میراد لوا  ماگ  هب  هجوتاب

: نیاربانب

.تسا باوج  یاراد 6  ۀزاب  ، رد  هدش  هداد ۀلداعم  نیاربانب 

sin ۳x − sin x = ۲ sin cos = ۲ sin x cos ۲x۳x−x
۲

۳x+x
۲

sin ۳x − sin x + ۲ x = ۱ ⇒ ۲ sin x cos ۲x + ۲ x = ۱ ⇒ ۲ sin x cos ۲x = ۱sin۲ sin۲

− ۲ xsin۲

⇒ ۲ sin x cos ۲x = cos ۲x ⇒ ۲ sin x cos ۲x − cos ۲x = ۰ ⇒ cos ۲x(۲sinx − ۱) = ۰

⇒

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪

cos ۲x = ۰ ⇒ ۲x = kπ + ⇒ x = + x = , x = , x = , xπ
۲

kπ
۲

π
۴ − →−−−−

x∈[۰,۲π] π
۴

۳π
۴

۵π
۴

= ۷π
۴

۲ sin x − ۱ = ۰ ⇒ sin x = ⇒۱
۲

⎧

⎩
⎨⎪⎪
x = ۲kπ + x =π

۶ − →−−−−
x∈[۰,۲π] π

۶

x = ۲kπ + π − x =π
۶ − →−−−−

x∈[۰,۲π] ۵π
۶

[۰, ۲π]

هنیزگ 3 33

: مینک یم هداس  ناکما  دح  ات  ار  هدش  ​ هداد یتاثلثم  ۀلداعم  ادتبا 
۲ cos ۲x = cot x(۴ sin x + tan x) ⇒ ۲(۲ x − ۱) = ۴ cot x sin x + cot x tan xcos۲

⇒ ۴ x − ۲ = ۴ cos x + ۱ ⇒ ۴ x − ۴ cos x − ۳ = ۰cos۲ cos۲

⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪
⎪⎪

cos x = = = = ⇒ cos x = ۴غ ق ق + ۶۴‾‾‾√
۸

۴ + ۸
۸

۱۲
۸

۳
۲

۳
۲

cos x = = = − = − ⇒ cos x = cos ⇒ x = ۲kπ ±۴ − ۶۴‾‾‾√
۸

۴ − ۸
۸

۴
۸

۱
۲

۲π
۳

۲π
۳
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هنیزگ 4

لوا ماگ 

مود ماگ 

34

: میناد یم
cos ۲x = ۱ − ۲ x , sin ۲x = ۲ sin x cos xsin۲

: مینک یم لح  سپس  هدرک و  هداس  ار  هدش  هداد رسک  لوا ، ماگ  هب  هجوتاب

= ⇒ = ⇒ = ⇒ tan x =۱−cos ۲x
sin ۲x ۳‾‾√ ۲ xsin۲

۲ sin x cos x ۳‾‾√ sin x
cos x ۳‾‾√ ۳‾‾√

⇒ tan x = tan ⇒ x = kπ +π
۳

π
۳

هنیزگ 1

لوا ماگ 

مود ماگ 

35

: میراد برض  هب  عمج  عمج و  هب  برض  لیدبت  یاه  لومرف قبط 
cos a cos b = (cos (a + b) + cos (a − b))۱

۲
sin a sin b = − (cos (a + b) − cos (a − b))۱

۲
cos p + cos q = ۲ cos cosp+q

۲
p−q

۲

: میروآ یم تسد  هب  ار  نآ  باوج  هدرک و  هداس  ار  هدش  هداد ۀلداعم  لوا ، ماگ  هب  هجوتاب

: میراد نیاربانب 

cos ۵x cos۳x − sin ۳x sin x = (cos (۵x + ۳x) + cos (۵x − ۳x)۱
۲

+ (cos (۳x + x) − cos (۳x − x))۱
۲

= cos ۸x + cos ۲x + cos ۴x − cos ۲x = cos ۸x + cos ۴x۱
۲

۱
۲

۱
۲

۱
۲

۱
۲

۱
۲

= (cos ۸x + cos ۴x) = × ۲(cos cos ) = cos ۶x cos ۲x۱
۲

۱
۲

۸x+۴x
۲

۸x−۴x
۲

= ۱ ⇒ = ۱ ⇒ cos ۶x = ۱cos ۵x cos۳x − sin ۳x sin x
cos ۲x

cos ۶x cos ۲x
cos ۲x

⇒ ۶x = ۲kπ ⇒ x = =۲kπ
۶

kπ
۳
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هنیزگ 4

لوا ماگ 

مود ماگ 

36

: میراد برض  هب  عمج  لیدبت  یاه  لومرف قبط  فلا )

: میناد ​ یم ب )

sin p + sin q = ۲ sin cosp+q
۲

p−q
۲

cosp+cosq = ۲cos cosp+q
۲

p−q
۲

cot x = tan ( − x)π
۲

.میروآ یم تسد   ​ هب ار  نآ  باوج  هدرک و  هداس  ار  هدش  هداد ۀلداعم  لوا ، ماگ  هب  هجوتاب

= =sin x+sin ۲x
cos x+cos ۲x

۲ sin cosx+۲x
۲

x−۲x
۲

۲ cos cosx+۲x
۲

x−۲x
۲

۲ sin( ) cos(− )۳x
۲

x
۲

۲ cos cos(− )۳x
۲

x
۲

= = tan( )
۲ sin( ) cos( )۳x

۲
x
۲

۲ cos( ) cos( )۳x
۲

x
۲

۳x
۲

= cot x ⇒ tan( ) = cot x = tan( − x)sin x+sin ۲x
cos x+cos ۲x

۳x
۲

π
۲

⇒ = kπ + − x ⇒ = kπ + x = +۳x
۲

π
۲

۵x
۲

π
۲ −→−

× ۲
۵ ۲kπ

۵
π
۵

⇒ x = (۲k + ۱)π۱
۵
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هنیزگ 1

لوا ماگ 

مود ماگ 

37

: میراد
x = ۱ − xsin۲ cos۲

: مینک یم بترم  بسحرب   ار  هدش  هداد یتاثلثم  ۀلداعم  لوا ، ماگ  ۀطبار  زا  هدافتسا  اب 

ۀزاب  رد  ار  هلداعم  یاه  باوج اـه  نآ هب  هجوت اـب .تسا  لوبق  لـباق هدـمآ ، تسد هب رادـقم  ود  ره  سپ  تسا  نوچ  
: مینک یم نWعت   

: اب تسا  ربارب  هلداعم  یاه  باوج عومجم  نیاربانب 

cos x

۲ x − cos x − ۱ = ۰ ۲ − ۲ x − cos x − ۱ = ۰ ⇒ ۲ x + cos xsin۲ − →−−−−−−−
x=۱− xsin۲ cos۲

cos۲ cos۲

− ۱ = ۰

⇒ (۲ cos x − ۱)(cos x + ۱) = ۰ ⇒
⎧

⎩
⎨⎪⎪
cos x = ۱

۲
cos x = −۱

−۱ ≤ cos x ≤ ۱
[π, ۲π]

cos x = ⇒ cos x = cos ⇒ x = ۲kπ ± = ۲π − =۱
۲

π
۳

π
۳ − →−−−−

x∈[π,۲π]
x۱

π
۳

۵π
۳

cos x = −۱ ⇒ cos x = cos π ⇒ = πx۲

+ = + π =x۱ x۲
۵π
۳

۸π
۳
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هنیزگ 1

لوا ماگ 

مود ماگ 

38

: دیآ یم تسد  هب  ریز  ۀطبار  زا  عبات   ۀنماد  فلا )

فیرعت تروص   هب عبات   ۀـنماد  نیاربانب  تسا ؛ هاوخلد ؛   u ره یازا  هب  مـیناد  یم ب )
.دوش یم

f og(x)
= {x ∈ |g(x) ∈ }Dfog Dg Df

−۱ ≤ sin u ≤ ۱y = usin−۱−۱ ≤ u ≤ ۱

.مینک یم صخشم  ار  عبات   ۀنماد  سپس  عباوت  و  و  ۀنماد  ادتبا 

: میراد هاگنآ  دشاب ، رگا  

.تسا هجیتنرد   هاگنآ  و  دشاب ، رگا  
.دوش یم نیاربانب  

f (x)g(x)f og(x)

f (x) = (۲x − ۱) ⇒ −۱ ≤ ۲x − ۱ ≤ ۱ ۰ ≤ ۲x ≤ ۲ ۰ ≤ x ≤ ۱ ⇒sin−۱ −→
+۱

−→−
÷۲

Df

= [۰, ۱]
g(x) = = ℝx۲

۱+x۲ − →−−−
۱+ ≠۰x۲

Dg

= {x ∈ |g(x) ∈ } = {x ∈ ℝ|۰ ≤ ≤ ۱}Dfog Dg Df
x۲

۱+x۲

x = ۰
= ۰x۲

۱+x۲

x ≠ ۰۱ + >x۲ x۲۰ ≤ ≤ ۱x۲

۱+x۲

= ℝDfog

هنیزگ 1 39

: مینک یم لح  ریز  تروص  هب ار  تست  هناکریز ، یلو  هداس  دنفرت  کی  اب 

: مینک یم نWعت  ار  لصاح   رادقم  ، هب  هجوتاب
( ) = x ⇒ sin x =sin−۱ ۲ ۲√

۳
۲ ۲√

۳
sin xcos x

x + x = ۱ ⇒ ( ) + x = ۱ ⇒ + x = ۱ ⇒ x = ⇒ cossin۲ cos۲ ۲ ۲√
۳

۲
cos۲ ۸

۹ cos۲ cos۲ ۱
۹

x = ۱
۳

cos (۳ ) = cos۳x = ۴ x − ۳ cos x = ۴ − ۳( ) = − ۱ = −sin−۱ ۲ ۲√
۳ cos۳ ( )۱

۳
۳ ۱

۳
۴
۲۷

۲۳
۲۷
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هنیزگ 2 40

sin(αهتکن : + β) = sin α cos β + cos α sin β
⎧

⎩
⎨
⎪⎪
⎪⎪
α = ( ) ⇒ cos α = sin α =cos−۱ ۳

۵
۳
۵ − →−−−−

α∈(۰, )π
۲ ۴

۵

β = (− ) ⇒ cos β = − sin β =cos−۱ ۴
۵

۴
۵ − →−−−−

β∈( ,π)π
۲ ۳

۵
sin(co ( ) + (− )) = sin(α + β) = sin α cos β + cos α sin β = ( )(− )s−۱ ۳

۵ cos−۱ ۴
۵

۴
۵

۴
۵

+ ( )( ) = − + = −۳
۵

۳
۵

۱۶
۲۵

۹
۲۵

۷
۲۵

هنیزگ 3 41

+ = ۲ ⇒ = ۲ ⇒ = ۳ − ۱۰x − ۴۸ ⇒ − ۵xlog(۳x+۸)
x log(x−۶)

x log(۳x+۸)(x−۶)
x x۲ x۲ x۲

− ۲۴ = ۰

⇒ (x − ۸)(x + ۳) = ۰ ⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪
⎪⎪

x = ۸ ⇒ = =log۸
۴ log۲۳

۲۲
۳
۲

x = −۳ غقق

هنیزگ 4 42

A = ⇒ = =log۲ ۰/۲۵√۳
۸ − →−−−−−−−−−−−−

= =۰/۲۵√۳ ( )۱
۴

۱
۳ ۲−

۲
۳

log۲×۲−
۲
۳

۲۳ log۲
۱
۳

۲۳

۱
۳
۳

۱
۹

= =log −۱۱
A

۴ − →−−
A= ۱

۹
log۹−۱

۴ log۲۳

۲۲
۳
۲
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هنیزگ 3 43

.تسا تبثم  هشیمه  رادقم   هک  دیشاب  هتشاد  هجوت  .مینک  یم  لح  ریغتم   رWغت  زا  هدافتسا  اب  ار  یناوت  ۀلداعم 

تسد هب  ار  رادقم   متیراگل ، یاه  یگژیو  زا  هدافتـسا  اب  هداد و  رارق  یمتیراگل  ۀـلداعم  رد  ار  نآ  میدروآ  تسد  هب  ار  رادقم   هک  لاح 
.میروآ یم 

= t۲x۲x

+ = ۷۲ ⇒ + = ۷۲ ⇒ + = ۷۲ + t = ۷۲ ⇒ + t۴x ۲x ( )۲۲ x ۲x ( )۲x ۲ ۲x − →−−
=t۲x

t۲ t۲

− ۷۲ = ۰

⇒ (t + ۹)(t − ۸) = ۰ ⇒
⎧

⎩
⎨⎪⎪

t = −۹  غ ق ق 

t = ۸ ⇒ = ۸ ⇒ = ⇒ x = ۳۲x ۲x ۲۳

xy

log(x + ۱) + log(۲y + ) = ۲ log ۴ + log(۲y + ۹) = ۲x۲ −→−−
x=۳

= ۲− →−−−−−−−−−−
log a+log b=log ab

log۴(۲y+۹)
۱۰

۴(۲y + ۹) = = ۱۰۰ ⇒ ۲y + ۹ = ۲۵ ⇒ ۲y = ۱۶ ⇒ y = ۸− →−−−−−−−
=c⇒a=logab bc

۱۰۲

هنیزگ 4

لوا ماگ 

مود ماگ 

44

: دیآ یم  تسد  هب  ریز  ۀطبار  زا  ماُ  ۀلمج  یا  ، هلمج ود  طسب  رد  فلا )

: اب تسا  ربارب  طسب   ماُ  ۀلمج  نیاربانب 

یم رارق  رفص  ربارب  ار  ناوت   هدرک و  هداس  ار  ماُ  ۀلمج سپ  مینک ، نWعت  ار  زا   لقتسم  ۀلمج  بیرـض  میهاوخ  یم  ام  ب )
.دوش یم  صخشم  مه  زا   لقتسم  ۀلمج  بیرض  نتشاد   اب  .مینک  یم  هبساحم  ار  رظندروم  رادقم   سپس  میهد 

(a + b)n(k + ۱)
= ( )ak+۱

n
k

an−kbk

(k + ۱)( + )x۲ ۲
x

۶

= ( )ak+۱
۶
k

( )x۲ ۶−k( )۲
x

k

x(k + ۱)x
kkx

: میهد یم  رارق  رفص  ربارب  ار  ناوت  

: اب تسا  ربارب  زا   لقتسم  ۀلمج  یددع  بیرض  سپ 

ماُ (k + ۱) ۀلمج = ( ) × = ( ) = ( )۶
k

x۱۲−۲k ۲k

xk ۲k ۶
k

x۱۲−۲k−k ۲k ۶
k

x۱۲−۳k

x
۱۲ − ۳k = ۰ ⇒ ۳k = ۱۲ ⇒ k = ۴

x

× ( ) = ۱۶ × = ۱۶ × ۱۵ = ۲۴۰۲۴ ۶
۴

۶×۵
۲
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هنیزگ 2 45

.میهد رارق  ار  ددع 1  نآ  یاهریغتم  یاج  هب تسا  یفاک  طسب ، کی  بیارض  عومجم  ندروآ  تسد  هب  یارب  هتکن :
: میراد لااب ، ۀتکن  هب  هجوتاب

x = ۱ : بیارض عومجم  = = ۶۴ ⇒ = ۶۴ ⇒ n + ۱(۳ − ۵)x۲ n+۱ (۳ − ۵)n+۱ (−۲)n+۱

= ۶ ⇒ n = ۵
x = ۱, n = ۵ : بیارض عومجم  = = = ۲۷(x + ۲ )x۳ ۲n−۷ (۱ + ۲)۲n−۷ ۳۳

هنیزگ 2 46

: میسیون یم  درادناتسا  تروص  هب  ار  طخ  ۀلداعم  ادتبا 

.دشاب رارقرب  ۀـلداعمان   دـیاب  سپ  دراد  رارق  طخ   یـلااب  عباـت   رادومن 
.مینک یم  نWعت  تلاح  و   ود  رد  ار  هلداعمان  باوج 

: اب تسا  ربارب  .دوش   یم  ربارب   هک  هدوب  ۀزاب  و   ود  عامتجا  لک ، باوج  هعومجم 

۲y + x = ۵ ⇒ ۲y = −x + ۵ ⇒ y = − x +۱
۲

۵
۲

y = ۴ − |x|y = − x +۱
۲

۵
۲۴ − |x| > − x +۱

۲
۵
۲

x ≥ ۰x < ۰
x ≥ ۰ : |x| = x ⇒ ۴ − x > − x + ⇒ x < ۴ − ⇒ x < ⇒ x < ۳ ۰۱

۲
۵
۲

۱
۲

۵
۲

۱
۲

۳
۲ −→−−

x≥ ۰

≤ x < ۳ (I)

x < ۰ : |x| = −x ⇒ ۴ + x > − x + ⇒ x > − x > −۱ −۱ < x < ۰۱
۲

۵
۲

۳
۲

۳
۲ − →−−

÷ ۳
۲

− →−−
x < ۰

(II)
(I)(II)(−۱ , ۳)b − a

b − a = ۳ − (−۱) = ۳ + ۱ = ۴

هنیزگ 3

لوا ماگ 

مود ماگ 

47

یـسررب هناگادج  روط  هب نآ  زا  رت  کچوک ریداقم  قلطم و  ردق  ۀـشیر  زا  رت  گرزب ریداقم  یازا  هب  ناوت  یم ار  قلطم  ردـق  لماش  ترابع  ره 
.درک

: لوا شور 
عبات رادومن  هک  تسا  یا  هیحان باوج  هعومجم  .مینک  یم مسر  ار  عبات  و   ود  هب  طوبرم  ینحنم 

صخـشم ار  قلطم  ردق  تیعـضو  ادتبا  لوا ، ماگ  هب  هجوتاب .دریگ  یم رارق  عبات   رادومن  یلااب   
: میراد مینک ، یم

y = ۳x + ۴‾ ‾‾‾‾‾‾√y = ۲|x − ۱| − x
y = ۳x + ۴‾ ‾‾‾‾‾‾√y = ۲|x − ۱| − x

y = ۲|x − ۱| − x = { ⇒ y 24/30وتینرل 1397



.دوش یم نآ   طسو  لوط  تسا و  ۀزاب   هدش  هداد ۀلداعمان  باوج  هعومجم  تسا  صخشم  رادومن  یور  زا  هک  روط  نامه
: مود شور 

هعومجم نیاربانب  تسا ، قلطم  ردق  نورد  ترابع  ۀشیر  هدش و   فیرعت  ۀزاب   یور  یلاکیدار   ترابع 
: میروآ یم تسد  هب  تلاح  و   ود  رد  ار  هلداعمان  باوج 

فرط ود  یازا   هب  .تسا  هزاـب  و   نیا  یور  اریز  تسا ؛ رارقرب  هراومه  هطبار  نیا  ۀزاب   رد 
: میراد سپ  دناسر ، ود  ناوت  هب  ار  فرط  ود  ناوت  یم نیاربانب  تسا  تبثم  یواسمان 

ۀدودـحم  رد  ار  هلداـعمان  باوج  سپ  تسین  رارقرب  ۀلداعمان   ۀدودحمرد  
هب ار  یواسمان  فرط  ود  ناوت  یم سپ  تسا  یازا  ،  هب  هکنیا  هب  هجوتاب .مینک  یم یسررب 

: دناسر ود  ناوت 

.تسا ربارب   هزاب  نیا  طسو  لوط  هک  دوش  یم ۀزاب   ۀزاب  و  ، ود  عامتجا 

y = ۲|x − ۱| − x = { ⇒ y
۲ (x − ۱) − x ; x ≥ ۱
۲ (−x + ۱) − x ; x < ۱

= { x − ۲ ; x ≥ ۱
−۳x + ۲ ; x < ۱

(۰, ۷)۷
۲

۳x + ۴‾ ‾‾‾‾‾‾√[− , +∞)۴
۳x = ۱

x ≥ ۱≤ x < ۱−۴
۳

x ≥ ۱ : |x − ۱| = x − ۱ ⇒ > ۲ (x − ۱) − x ⇒۳x + ۴‾ ‾‾‾‾‾‾√ ۳x + ۴‾ ‾‾‾‾‾‾√
> x − ۲

[۱, ۲)x − ۲ < ۰> ۰۳x + ۴‾ ‾‾‾‾‾‾√x ≥ ۲

۳x + ۴ > ⇒ ۳x + ۴ > − ۴x + ۴ ⇒ − ۷x < ۰(x − ۲)۲ x۲ x۲

⇒ x (x − ۷) < ۰ ⇒ ۰ < x < ۷ ۱ ≤ x < ۷ (I)−→−
x≥۱

x < ۱ : |x − ۱| = − (x − ۱) = −x + ۱ ⇒ > ۲ (−x + ۱) − x۳x + ۴‾ ‾‾‾‾‾‾√
⇒ > −۲x + ۲ − x ⇒ > −۳x + ۲۳x + ۴‾ ‾‾‾‾‾‾√ ۳x + ۴‾ ‾‾‾‾‾‾√

− ≤ x ≤ ۰۴
۳> −۳x + ۲۳x + ۴‾ ‾‾‾‾‾‾√۰ < x < ۱

۰ < x < ۱> −۳x + ۲∣∣ ۳x + ۴‾ ‾‾‾‾‾‾√ ∣∣ ∣∣ ∣∣

۳x + ۴ > ⇒ ۳x + ۴ > ۹ − ۱۲x + ۴ ⇒ ۹ − ۱۵x < ۰(۲ − ۳x)۲ x۲ x۲

⇒ ۳x (۳x − ۵) < ۰ ⇒ ۰ < x < ۰ < x < ۱ (II)۵
۳ − →−−−

۰<x<۱

(I)(II)۰ < x < ۷۷
۲
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هنیزگ 2

لوا ماگ 

مود ماگ 

48

.دشاب رارقرب  ۀلداعمان   هک  دریگ  یم  رارق  طخ   ن�اپ  یتروص  رد  عبات   رادومن  فلا )
یم هبساحم  ار  رادقم  هداد و  تقباطم  ۀزاب   اب  ار  نآ  هدرک ، نWعت  ار  هلداعمان  باوج  ۀدودـحم  تملاع ، نWعت  اـب  ب )

.مینک

f (x) = ۳ −۲xx۲

+۴x۲y = ۲< ۲۳ −۲xx۲

+۴x۲

(a, b)b − a

: اب تسا  ربارب  لصاح   هدمآ و  رد  تروص   هب  ۀزاب   نیاربانب 

< ۲ ⇒ − ۲ < ۰ ⇒ < ۰ ⇒۳ − ۲xx۲

+ ۴x۲
۳ − ۲xx۲

+ ۴x۲
۳ − ۲x − ۲ − ۸x۲ x۲

+ ۴x۲
− ۲x − ۸x۲

+ ۴x۲

< ۰
− ۲x − ۸ < ۰ ⇒ (x − ۴)(x + ۲) < ۰ ⇒ −۲ < x < ۴ ⇒ x ∈ (−۲ , ۴)− →−−−−

+۴> ۰x۲

x۲

(a , b)(−۲ , ۴)b − a
b − a = ۴ − (−۲) = ۴ + ۲ = ۶

هنیزگ 4 49

+ = ⇒ =۱
x۱

۱
+ ۱۵x۱

۱
۱۸

۲ + ۱۵x۱
( + ۱۵)x۱ x۱

۱
۱۸

⇒ − ۲۱ − ۲۷۰ = ۰ ⇒ ( − ۳۰)( + ۹) = ۰x۱
۲ x۱ x۱ x۱

⇒ = ۳۰ ⇒ = ۴۵ ⇒ + = ۷۵x۱ x۲ x۱ x۲

هنیزگ 1 50

: دنک یم قدص  هلداعم  رد  سپ  تسا ، هلداعم  ۀشیر  نوچ  

: میناسرب ناوت 2  هب  ار  نیفرط  تسا  یفاک  هلداعم ، لح  یارب  لاح 

: میناسر یم ناوت 2  هب  ار  هلداعم  نیفرط  اًددجم 

.تسا هلداعم   نیا  مود  ۀشیر  سپ  دنک ؛ یم قدص  یلصا  ۀلداعم  رد  دراد و  رارق  هنماد  رد  نوچ 9 

x = ۱
x = ۱ ⇒ = + ۲ ⇒ ۲ + a = ۹ ⇒ a = ۷۲ + a‾ ‾‾‾‾√ ۱√

= ⇒ ۲x + ۷ = x + ۴ + ۴ ⇒ x + ۳ = ۴( )۲x + ۷‾ ‾‾‾‾‾√ ۲ ( + ۲)x√
۲ x√ x√

+ ۶x + ۹ = ۱۶x ⇒ − ۱۰x + ۹ = ۰ ⇒ (x − ۹)(x − ۱) = ۰x۲ x۲

⇒ { x − ۹ = ۰ ⇒ x = ۹
x − ۱ = ۰ ⇒ x = ۱

x = ۹
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هنیزگ 3 51

: میراد .مینک  یم برض  ترابع   رد  ار  رسک  جرخم  )تروص و  + ۱)t۳

=( + ۱)( − + −. . . −t + ۱)t۳ t۸ t۷ t۶

( + ۱)( − + ۱)t۳ t۶ t۳
( − t + ۱)(t + ۱)( − + −. . . −t + ۱)t۲ t۸ t۷ t۶

+ ۱t۹

= = − t + ۱ = +( − t + ۱)( + ۱)t۲ t۹

+ ۱t۹
t۲ (t − )۱

۲
۲ ۳

۴

= + = + = + = ۵( + − )۱
۲

۱۷‾‾√
۲

۱
۲

۲ ۳
۴ ( )۱۷‾‾√

۲

۲ ۳
۴

۱۷
۴

۳
۴

هنیزگ 2

لوا ماگ 

مود ماگ 

52

هجیتن دنهدب ، یسدنه  دعاصت  کی  لیکـشت  ددع  جنپ  نیا  هک  یروط  هب  دشاب  هتفرگ  رارق  ددع  هس  ددع 4 و 324  ود  نیب  یتقو  فلا )
تبسن ردق  دروم  ود  نیمه  زا  هدافتـسا  اب  .میراد  مجنپ   ۀلمج  لوا  و  ۀلمج  اب  یـسدنه  دعاصت  کی  میریگ  یم 

.میروآ یم  تسد  هب  ار  دعاصت 
سپ دنشاب ، تبثم  دیاب  هلابند  تلامج  یمامت  هکنیا  ینعی  تبثم " ددع  عومجم 5   " هدش هتفگ  .دینک  تقد  بوخ  تست ، یاهتنا  هب  ب )

.دوش هتفرگ  رظن  رد  تبثم  دیاب  اًمتح  دشاب و  یفنم  ددع  کی  دناوت  یمن  هلابند  تبسن  ردق 

= ۴a۱= ۳۲۴a۵

 

 

= ⇒ = ۳۲۴ = ۴ ⇒ = = ۸۱ q = ۳an a۱qn−۱ a۵ a۱q۴ − →−−−−
=۴a۱

=۳۲۴a۵
q۴ q۴ ۳۲۴

۴ − →−−−
q > ۰

= ⇒ = = = = = ۲ × ۲۴۲ = ۴۸۴Sn
(۱− )a۱ qn

۱−q S۵
(۱− )a۱ q۵

۱−q
۴ (۱− )۳۵

۱−۳
۴ (۱−۲۴۳)
−۲

۴ (−۲۴۲)
−۲
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هنیزگ 3

لوا ماگ 

مود ماگ 

53

لح مینادرگرب  یـضایر  نابز  هب  ار  تست  یاه  هتفگ  هلحرم  هب هلحرم رگا  اما  .دسرب  رظن  هب  هدـننک  جـیگ  یمک  تسا  نکمم  تست  رهاظ 
.دوب دهاوخن  یراوشد  نادنچ  راک  تست 

ردق ربارب  و  هلابند  نیا  تلامج  دادعت  مینک  یم  ضرف  ام  .تسا  جوز  یـسدنه ، ۀلابند  کی  تلامج  دادـعت  هتفگ  ام  هب  تست  فلا )
.دشاب ربارب   نآ  تبسن 

سپ دشاب ، ربارب   تلامج  لک  دادعت  رگا  .دنهد  یم  تبسن   ردق  اب  یسدنه  ۀلابند  کی  لیکشت  درف  یاه  هرامـش  اب  تلامج  ب )
.تسا ربارب   درف  تلامج  دادعت 

۲n
q

q۲۲n
n

: میراد دیآ ، یم  تسد  هب  ۀطبار   زا  تبسن   ردق  اب  یسدنه  دعاصت  کی  لوا  ۀلمج  عومجم   هکنیا  هب  هجوتاب 

 

.دوش یم  ربارب 2  یسدنه  ۀلابند  تبسن  ردق  نیاربانب 

nq=Sn
(۱− )a۱ qn

۱−q

= ۳ ⇒ = ۳ × ⇒ = ۳ ×S۲n Sn
(۱ − )a۱ q۲n

۱ − q
(۱ − )a۱ ( )q۲ n

۱ − q۲
(۱ − )a۱ q۲n

۱ − q
(۱ − )a۱ q۲n

۱ − q۲

⇒ =۱
۱ − q

۳
۱ − q۲

⇒ = ⇒ = ۱ ⇒ q + ۱ = ۳ ⇒ q = ۲۱
۱ − q

۳
(۱ − q)(۱ + q)

۳
۱ + q

هنیزگ 3 54

: اب تسا  ربارب  تبسن   ردق  لوا  و  ۀلمج  اب  یباسح  ۀلابند  کی  لوا  ۀلمج  عومجم   هتکن :

: لوا لح  هار
هاگنآ : رگا  ، یباسح  ، ۀلابند  رد  هتکن :

: مود لح  هار

na ۱d
= ( + ) = (۲ + (n − ۱)d)Sn n

۲ a۱ an n
۲ a۱

anm + n = p + q+ = +am an ap aq

+ = ۲۴ + = ۲۴a۳ a۱۳ − →−−−−−−
۳+۱۳=۱+۱۵

a ۱ a۱۵

= ( + ) = ۱۵ × ۱۲ = ۱۸۰S۱۵
۱۵
۲ a ۱ a۱۵

+ = ۲۴ ⇒ + ۲d + + ۱۲d = ۲۴ ⇒ ۲ + ۱۴d = ۲۴ (∗)a۳ a۱۳ a ۱ a ۱ a ۱

= = × ۲۴ = ۱۸۰S۱۵
۱۵
۲ (۲ + ۱۴d)a ۱

(∗)⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
۱۵
۲
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هنیزگ 2 55

.تسا هلابند  ود  تبسن  ردق  م.م.ک  نآ  تبسن  ردق  هک  دنهد  یم یباسح  ۀلابند  کی  لیکشت  کرتشم  یاه  هلمج

.تسا  37 هلابند ، ود  نیب  کرتشم  ۀلمج  نیلوا 

.میراد طیارش  نیا  اب  ددع  سپ 6 

۲, ۹, ۱۶, ۲۳,۳۰,۳۷, . . . ⇒ = ۷d۱
۱۲, ۱۷, ۲۲, ۲۷,۳۲,۳۷, . . . ⇒ = ۵d۲

= + (n − ۱)d = ۳۷ + ۳۵(n − ۱) = ۳۵n + ۲an a۱ − →−−−−−−
d=[۷,۵]=۳۵

an
۱۰۰ ≤ < ۳۰۰ ⇒ ۱۰۰ ≤ ۳۵n + ۲ < ۳۰۰an
⇒ ۹۸ ≤ ۳۵n < ۲۹۸ ⇒ ۲/. . . ≤ n < ۸/. . .

۳ ≤ n ≤ ۸ ⇒ n ∈ {۳, ۴, ۵, ۶, ۷, ۸}

هنیزگ 4 56

, ۲ , → aq, ۲a , aa۲ a۵ a۸ q۴ q۷

aq + a = ۲(۲a ) ⇒ − ۴ + q = ۰− →−−−−−−−−
دنهد یم یباسح 

دعاصت لیکشت 
q۷ q۴ q۷ q۴

q( − ۴ + ۱) = {q۶ q۳ q = ۰
− ۴ + ۱ = ۰q۶ q۳

− ۴t + ۱ = ۰− →−−
=tq۳

t۲

⇒ t = ۲ ± ⇒ = ۲ ±۳‾‾√ q۳ ۳‾‾√
= = = = ۷ + ۴aq۷

aq q۶ ( )q۳ ۲ (۲ + )۳‾‾√ ۲ ۳‾‾√

هنیزگ 4 57

(۸ − x)(۱۲ + x) = ⇒ − − ۴x + ۹۶ = ⇒ + ۲x − ۴۸ = ۰x۲ x۲ x۲ x۲

⇒ (x + ۸)(x − ۶) = ۰ ⇒ ⇒ ۱۸, ۶, ۲ ⇒ a = ۱۸ , q =
⎧

⎩
⎨⎪⎪ x = −۸ غقق
x = ۶

۱
۳

عومجم دح  : S = = = ۲۷a
۱−q

۱۸
۱− ۱

۳
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هنیزگ 4 58

: میسیون یم زا 2 و 3  ییاه  ناوت ساسا  رب  ار  اه  ترابع یمامت 

× ×× ۳۲۲‾ ‾‾‾‾‾‾√۶ ۲ × ۳۳‾ ‾‾‾‾‾‾√۴ ۲ × ۲ × ۳‾ ‾‾‾‾‾√۴‾ ‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾√۳

= ( × ) × ( × ) × ( × × )(۲)
۲
۶ (۳)

۱
۶ ۲

۱
۴ ۳

۳
۴ ۲

۱
۳ ۲

۱
۱۲ ۳

۱
۱۲

= × = × = ۶۲( + + + )۱
۳

۱
۴

۱
۳

۱
۱۲ ۳ ( + + )۱

۶
۳
۴

۱
۱۲ ۲۱ ۳ ۱

هنیزگ 4

لوا ماگ 

مود ماگ 

59

: میراد جودزم  داحتا  قبط 
(A − B)(A + B) = −A۲ B۲

: مینک یم هداس  ار  هدش  هداد ترابع  نتفرگ  و   رظن  رد  اب  و  جودزم   داحتا  زا  هدافتسا  اب 

: مینک یم یراذگیاج  هدمآ  تسد هب ترابع  رد  ار  ریداقم  و  

 

A = +α۲ β۲B = αβ

( + − αβ) ( + + αβ) = − = + + ۲ −α۲ β۲ α۲ β۲ ( + )α۲ β۲ ۲ (αβ)۲ α۴ β۴ α۲β۲ α۲β۲

= + +α۴ β۴ α۲β۲

αβ

+ +( )۳ − ۴۲‾√‾ ‾‾‾‾‾‾‾‾√۴
۴

( )۳ + ۴۲‾√‾ ‾‾‾‾‾‾‾‾√۴
۴

( )(۳ − ۴)۲‾√‾ ‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾√۴
۲
( )(۳ + ۴)۲‾√‾ ‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾√۴

۲

+ +( )۳ − ۴۲‾√‾ ‾‾‾‾‾‾‾‾√۴
۴

( )۳ + ۴۲‾√‾ ‾‾‾‾‾‾‾‾√۴
۴

( )(۳ − ۴)۲‾√‾ ‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾√۴
۲
( )(۳ + ۴)۲‾√‾ ‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾√۴

۲

= + +( )۳ − ۴۲‾√‾ ‾‾‾‾‾‾‾‾√۴
۴

( )۳ + ۴۲‾√‾ ‾‾‾‾‾‾‾‾√۴
۴

( )(۳ − ۴) (۳ + ۴)۲‾√ ۲‾√‾ ‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾√۴
۲

= ۳ − ۴ + ۳ + ۴ + = ۷۲‾√ ۲‾√ ۲‾√ ۲‾√

هنیزگ 1 60

: میروآ یم تسد  هب  ار   A ددع لااب ، ۀتکن  زا  هدافتسا  اب  ادتبا 

: میروآ تسد  هب  ار  رب 16  میسقت 11  لصاح  تسا  یفاک  ددع  ، یراشعا  ماقرا  دادعت  ۀبساحم  یارب 

۰/ . . . =a۱ am . . .b۱ bn
⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ ... ... − ...a۱ amb۱ bn a۱ am

ات⏟۹...۹ n

ات⏟۰...۰ m

A = ۱/ = = = ⇒ =۴۵⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ ۱۴۵−۱
۹۹

۱۴۴
۹۹

۱۶
۱۱

۱
A

۱۱
۱۶

۱
A

= ۰/۶۸۷۵ ⇒ = ۰/۶۸۷۵ ⇒ تسا راشعا  مقر  ۴ ۱۱یاراد
۱۶

۱
A

۱
A
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؟1 تسا هنوگچ  ۀلابند   دنا ، ضورفم یمومع  و   ۀلمج  اب  هلابند  =ود  n ln(n)an= n ln(n + ۱)bn{ − }bn an

راد نارک یلوزن -  (2 ارگاو (1
هب 1 ارگمه  (4 رفص هب  ارگمه  (3

؟2 تسا مادک  ۀلابند  ، ن-اپ  نارک  نیرت  }گرزب − n}+ ۳nn۲‾ ‾‾‾‾‾‾‾√

1/25 (2 1 (1
2 (4 1/5 (3

؟3 تسا مادک  یتقو   ۀلابند   an=دح  ( )n+۲
n+۱

۲n+۳
n → ∞

(2 (1
(4 (3

۲ee۲

۳e۳e۲

؟4 تسا مادک  یتقو  ، یمومع   ۀلمج  اب  هلابند  =دح  n(log(n + ۱) − log n)ann → ∞

(2 رفص (1
1 (4 (3

log e۱
۲

log e

رادقم 5 نیرت  کچوک دشاب ، زا 0/01  رتمک  دوخ  ییارگمه  ۀطقن  زا  ۀلابند   ریظن  طاقن  ۀلصاف  رگا  ریداقم  ، یازا  هب 
؟ تسا مادک 

n ≥ n۰{ }۲n−۵
۳n+۲n۰

201 (2 209 (1
212 (4 211 (3

؟6 تسا هنوگچ  }ۀلابند  ، }+n۲ (−۱)n
۲ +۲n۲

ارگمه اونکیریغ -  (2 ارگاو اونکیریغ -  (1
ارگاو یدوعص -  (4 ارگمه یلوزن -  (3

؟7 دنا هنوگچ  بیترت  هب  ۀلابند  و   ود  زا  کی  ره  an=رگا  و  ، + nn۲‾ ‾‾‾‾‾√=bn
+۱n۲

n{ − }an bn{ }an
bn

ارگاو ارگمه -  (2 ارگمه ارگمه -  (1
ارگاو ارگاو -  (4 ارگمه ارگاو -  (3

هياپ تايضاير  ليسنارفيد و  يدنب  عمج  یزرواشکسرد : سدنهم  ریبد :
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؟8 تسارگمه ددع  مادک  هب  ۀلابند   هاگنآ  an=رگا  و  ،
n+۱
nf (x) = ۲x+[−x]

−۱x۲f ( )an

1 (2 (1
.تسین ارگمه  (4 2 (3

۱
۲

؟9 تسا مادک  ربارب  لصاح   هراومه  ، ۀزاب   ,۰)رد  ۲) − {۱}≤ f (x) ≤ ۴ ( − ۲x + ۲)sin πx
۱−x tan−۱ x۲f (x)limx→۱

(2 رفص (1
صخشمان (4 (3

π
π
۲

؟10 تسا مادک  limx→πلصاح  ،
sin(۱+cos x)

۱−cos ۲x

(2 (1
2 (4 1 (3

۱
۴

۱
۲

؟11 تسا مادک  limx→۰لصاح  
−cos x√ cos ۳x√

۱−cos x

2 (2 1 (1
4 (4 3 (3

12
؟ تسا مادک  هاگنآ   دشاب ، lim=رگا  

x→ π
۴

−cos x‾ ‾‾‾‾√ sin x‾ ‾‾‾‾√
cos(x + )π

۴
۲aa

(2 (1
(4 (3

− ۱
۲− ۱

۴
۱
۴

۱
۲

13
( .تسا حیحص  ءزج  موهفم  هب  دامن   ( ؟ تسا مادک  هاگنآ   دشاب ، lim=رگا  

x→ ۱
۶

+

[۴ πx] − ۱۲xcos۲

ax + b
۱
۲a + b[ ]

(2 (1
12 (4 10 (3

−۲۰−۱۶

؟14 تسا مادک  یتقو   ترابع  ، ]دح  ] + ۲ [ ]sin x
x

x
sin xx → ۰

2 (2 1 (1
.درادن دح  (4 3 (3

: یگداوناخ مان  مان و 
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؟15 تسا مادک  ۀطقن   رد  ترابع  نیا  تسار  دح  هاگنآ  =رگا  ، −۱limx→∞
| −۴|x۲

a −x+۲x۲x = −۲

(2 (1
(4 (3

− ۴
۳− ۲

۳
۲
۳

۴
۳

؟16 تسا مادک  ۲)لصاح   − ) tanlimx→۴ x√
πx
۸

(2 (1
(4 (3

− π
۲− ۲

π
۲
π

π
۲

؟17 تسا مادک  )لصاح   + )limx→−۴
x+۱۹
+۳x−۴x۲

۳
x+۴

(2 (1
(4 (3

−۴
۵

−۲
۳

۲
۵

۲
۳

؟18 تسا مادک  دشاب ،  =رگا   −∞limx→۳
x−۴

۲ +ax+bx۲a + b

3 (2 (1
12 (4 6 (3

−۳

تسا  )19 حیحص  ءزج  موهفم  هب  دامن   ( ؟ تسا مادک  یتقو  ، ترابع  ، sinدّح  [cos ] − cos x[sin ۲x]x
۲

x
۲x → π[ ]

رفص (2 -1 (1
درادن دح  (4 1 (3

20
تسا  ؟ مادک   b دشاب ، lim=رگا  

x→۱
− ۲ax + b‾ ‾‾‾‾‾√

− ۱x۲
۳
۲

-6 (2 -8 (1
5 (4 4 (3

؟21 تسا مادک  limx→۰لصاح  
tan x − sin x

x۳

(2 (1
رفص (4 (3

۱
۲

۱
۳

۱
۶

: یگداوناخ مان  مان و 
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؟22 تسا حیحص  رد   عبات   یگتسویپ  دروم  رد  هنیزگ  مادک  fرگا  و  ، (x) = ۱ − x‾ ‾‾‾‾√g(x) = x − x√‾ ‾‾‾‾‾‾√gofx = ۱
.دراد تسار  یگتسویپ  طقف  رد   عبات   (2 .دراد پچ  یگتسویپ  طقف  رد   عبات   (1

.تسا هتسویپ  رد   عبات   (3
.درادن ار  یگتسویپ  دروم  رد  ثحب  طیارش  رد   عبات   (4

gofx = ۱gofx = ۱
gofx = ۱
gofx = ۱

23
ضرع مادـک  اب  ار  طخ   عبات  نیا  رادومن  دشاب ، هتـسویپ  یور   ۀـطباض   اب  عبات  رگا 

؟ دنک یم  عطق 

f (x) = { ax + b ; |x| ≥ ۱
x [x] ; |x| < ۱ℝx = ۳

(2 (1
2 (4 1 (3

−۲−۱

؟24 تسا مادک  ۀزاب   رد  ۀطباض   اب  عبات  یگتسویپان  طاقن  fدادعت  (x) = x − [ ]x۲[۰, ۲]

2 (2 1 (1
4 (4 3 (3

25

؟ تسا هتسویپ  هراومه  ۀطباض  ، اب  عبات   a ریداقم مادک  یازا  fهب  (x) =
⎧

⎩
⎨⎪⎪

; ۰ < x < a
۱
x
۱ − ; x ≥ a

x
۴

2 (2 1 (1
a رادقم چیه  (4 3 (3

26
هب دامن   ( ؟ تسا هتـسویپ  رد    a رادقم مادـک  یازا  هب  ۀطباض  ، اب  عبات 

( تسا حیحص  ءزج  موهفم 

f (x) =
⎧

⎩
⎨⎪⎪ [ ] cos ۴x ; |x| ≤sin x

x
π
۲

a ; x = ۰
x = ۰[ ]

رفص (2 (1
هتسویپان هراومه  (4 1 (3

−۱

؟27 دراد ۀزاب   رد  هشیر  کی  طقف  موس  ، ۀجرد  ۀلداعم  ، a ریداقم هعومجم  مادک  یازا  ۳هب  + ax − ۱ = ۰x۳( , )۱
۳

۱
۲

(2 (1
(4 (3

( , )۱
۳

۵
۴( , )۳

۲
۸
۳

( , )۵
۴

۳
۲( , )۵

۴
۸
۳

: یگداوناخ مان  مان و 
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؟28 تسا هزاب  مادک  رد  ۀلداعم   تبثم  ۀشیر  نیرت  −کچوک ۳x + ۱ = ۰x۳

(2 (1
(4 (3

(۰, )۱
۳( , )۱

۲
۲
۳

( , )۱
۳

۲
۵( , )۲

۵
۱
۲

؟29 تسا مادک  عبات   رادومن  یاه  بناجم  یقلات  ۀطقن  fرگا  و  ، (x) = x+۱۱
−۳x−۴x۲g(x) = ۳

x−۴f − g

(2 (1
(4 (3

(−۱, ۰)(−۱, ۲)
(۴, −۱)(۴, ۰)

؟30 تسا مادک  تسا ،  ۀطباض   اب  عبات  یقفا  بناجم  ۀلداعم   هب  yطخ  = ۳
۲f (x) = ۲x − ۱ + a + bxx۲‾ ‾‾‾‾‾‾‾‾√b

(2 (1
10 (4 5 (3

−۱۰−۵

؟31 تسا مادک  ۀطباض   اب  عبات   رادومن  لیام  بناجم  طخ  ۀیواز  ffبیرض  (x) = x(۲ − ۱)e−x

(2 (1
2 (4 1 (3

−۲−۱

مادک32 ۀزادنا   .دنتسه  عطاقتم  تبثم  یاه  ضرع اب   B و A طاقن رد  ۀطباض  ، اب  عبات  رادومن  یاه  بناجم دادتما 
؟ تسا

f (x) = x۲

−۱x۲√
AB

2 (2 (1
3 (4 (3

۲‾√
۵‾‾√

؟33 دنک یم  عطق  ار  دوخ  بناجم  لوط  مادک  اب  عبات  ، fرادومن  (x) = x + −x۲ x۳‾ ‾‾‾‾‾‾‾√۳

(2 (1
(4 (3

۱
۹

۱
۶

۱
۳

۲
۳

؟34 تسا مادک  ۀطقن   رد  عبات  ، fقتشم  (x) = tan( + )π
۶ sin−۱ x√x = ۱

۴

(2 (1

(4 (3

۴
۳√

۸
۳√

۲ ۳‾‾√۴ ۳‾‾√

: یگداوناخ مان  مان و 
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؟35 تسا مادک  رد  ، قتشم   هاگنآ  دشاب ، ریذپ و   قتشم رد    f عبات xرگا  = −۲=limh→۰
f(−۲+h)+۳

h
۱
۲f (x)x۲x = −۲

10 (2 8 (1
14 (4 12 (3

مادک36 نآ ، رب  عقاو  لوط 1  هب  یا  هطقن رد  عبات  ، رادومن  رب  سامم  طخ  ۀـلداعم  .تسا  ضورفم  ۀطباض   اب  عبات 
؟ تسا

f (x) = x + e۲xf −۱

(2 (1
(4 (3

۳y − x = −۱y − ۳x = −۳
۲y − x = −۲۲y + x = ۱

؟37 دنک یم عطق  لوط  مادک  اب  ار  اه  x روحم ۀطقن  ، رد  رادومن  ، رب  مئاق  yطخ  − ln(۲x − y) = ۱۲x۲(۲, ۳)

(2 (1
2 (4 1 (3

−۵−۴

؟38 تسا مادک  دشاب ،  عبات   رادومن  ۀشوگ  ۀطقن  رد  تسار  پچ و  سامم  ود  نیب  ۀیواز  θyرگا   = |x−۱|
+۳x۲√

tan θ

(2 (1
(4 (3

۲
۳

۳
۴

۴
۳

۳
۲

؟39 تسا سامم  ۀلداعم  ، هب  ینحنم  رب  ۀلداعم  ، هب  طخ   a رادقم مادک  یازا  yهب  = −۳x + ۲y = +ax۲

x−۲

رفص (2 -1 (1
2 (4 1 (3

؟40 تسا مادک  .دزاس   یم ۀیواز   موس ، عبر  زاسمین  اب  ۀطقن   رد  عبات   رادومن  رب  سامم  طخ  fدادتما  (x) = sin x
۱+cos xx = π

۳αtan α

0/2 (2 0/15 (1
0/3 (4 0/25 (3

دشاب ،41 ۀطقن   رد  ۀـطباض  ، اب  عبات  رادومن  رب  تسار  سامم  پچ و  سامم  نیب  ۀـیواز  رگا  
( تسا حیحص  ءزج  دامن  ( ؟  تسا مادک   

θf (x) = [۲ + cos ] sin ۲xx
۲x = π

tan θ[ ]

(2 (1
(4 (3

۱
۹

۱
۵

۲
۹

۲
۵

: یگداوناخ مان  مان و 
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؟42 تسا مادک  ۀطقن   رد  رادقم   ۀطبار  ، yزا  + + ۳ = ۰x۲ y۲yd۲

dx۲(۲, −۱)
(2 (1
(4 (3

−۱۱−۹
−۸−۶

؟43 تسا مادک  اه  x روحم اب  نآ  یقلات  ۀطقن  رد  عبات  ، ینحنم  رب  مئاق  طخ  ۀلداعم  دشاب ، fرگا   (x) = x + exf −۱

(2 (1
(4 (3

۲y − x = −۱۲y + x = ۱
y − ۲x = ۱y + ۲x = ۲

أدـبم44 رد  عباـت   ، a رادـقم مادـک  یازا  هب  .دـنا  ضورفم و   یاه   هطباض اـب  عباـت  ود 
؟ تسا ریذپ  قتشم تاصتخم 

f (x) = ۳x + |x|g(x) = x + a|x|۳
۴gof

(2 (1
a رادقم چیه  (4 (3

− ۱
۴− ۱

۲
۱
۲

؟45 تسا مادک  هاگنآ   دشاب و  ، و  ،  f ریذپ قتشم عبات  نوراو  fرگا   −۱g(x) = (x)۲x‾‾‾√ f −۱f (۴) = ۲(۴) =f ′ ۱
۳(۲)g′

7 (2 6 (1
9 (4 8 (3

مادک46 سامم  طخ  ود  نیا  نیب  ۀیواز  تناژنات  .تسا  هدش  مسر  ینحنم   رب  سامم  طخ  ود  ۀطقن  ، زا 
؟ دشاب یم

A(۲, ۹)y = − + ۲x + ۵x۲

(2 (1
(4 (3

۵
۱۲

۷
۱۰

۸
۱۱

۷
۶

47
؟ تسا مادک  تسا ،  دوجوم  رادقم   ۀطباض   اب  عبات  fرد  (x) = { x − ; x ≥ ۱۱

x

+ ax + b ; x < ۱x۲
(۱)f ′f (۱ − )۲‾√

(2 (1
(4 (3

۳ − ۲‾√۲ − ۲‾√
۲ − ۲ ۲‾√۳ − ۲ ۲‾√

؟48 تسا مادک  لصاح   fرگا  و  ، (x) = x
۱−x۲√

g(x) = x
۱+x۲√

(x) ⋅ (f (x))f ′ g′

1 (2 (1
(4 (3

−۱
xx۱

۲

: یگداوناخ مان  مان و 
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ترابع 49 دح  .تسا  سامم  ۀطقن   رد  ۀتسویپ   ینحنم  رب  ۀطقن  و  ، ود  زا  ارذگ  طخ 
؟ تسا مادک  یتقو  ،
(۱, ۲)(−۱, ۳)y = f (x)x = ۳(x)+۴f(x)−۵f ۲

۳−x

x → ۳
3 (2 2 (1
5 (4 4 (3

؟50 تسا مادک  ربارب  رادقم   (۰)رگا  و  ، = g(۰) = ۱f ′f (x) = x + ۱ + (g(x))۵(۰)f ″

(2 (1
(4 (3

۴ (۰)g″۵ (۰)g″

۴ (۰) + ۲۰g″۵ (۰) + ۲۰g″

؟51 تسا مادک  هاگ   نآ fرگا  ، (x) = x
۱+x۲√

( ( )f −۱)′ ۳
۵

(2 (1
(4 (3

۱۲۵
۶۴

۳۲
۲۵

۲۵
۳۲

۶۴
۱۲۵

؟52 تسا ربارب   دنچ  رد  ، قتشم   دشاب ، fرگا   (x) = πx − cos πxsin۲ ۱
۲y = f (f (x))x = ۱

۳۳ ۳‾‾√

(2 (1
(4 (3

π
۸

π
۴

π۲

۸
π۲

۴

؟53 تسا مادک  ۀطقن   رد  ۀطباض   اب  عبات  تسار  fقتشم  (x) = ([x] − |x|) ۹x‾‾‾√۳x = −۳
(2 (1
(4 (3

− ۱۶
۳−۵

−۴۷
۳

؟54 تسا مادک  لصاح   دشاب ، fرگا   (x) = ( − x − ۲)x۲ − ۷xx۲‾ ‾‾‾‾‾‾√۳limh→۰
f(−۱+h)−f(−۱)

h

-3 (2 -6 (1
(4 (3− ۳

۲− ۳
۴

؟55 دنا سامم مه  رب  یاه  و  ، هطباض اب  عبات  ود  یاه  رادومن رادقم   مادک  یازا  afهب  (x) = + ۱x۲g(x) = a + ۴xx۲

-3 (2 -4 (1
-1 (4 -2 (3

: یگداوناخ مان  مان و 
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هنیزگ 4 1

: هتکن
= = elimn→∞ ( )n+۱

n
n

limn→∞ (۱ + )۱
n
n

= − = n ln(n + ۱) − n ln(n) = n(ln(n + ۱) − ln(n)) = n(ln ) = lncn bn an
n + ۱
n

( )n + ۱
n

n

= (ln ) = ln( ) = ln e = ۱ ⇒ کی هب  limارگمه 
n→∞

cn lim
n→∞

( )n + ۱
n

n

lim
n→∞

( )n + ۱
n

n

هنیزگ 1 2

هلابند سپ  دبای ، یم شیازفا  هلابند  رادقم  هجیتنرد  دوش  یم رت  کچوک جرخم  دـنک و  یم ادـیپ  شهاک  دنک ،  ادیپ  شیازفا   n هچره
: تسا لوا  ۀلمج  ن2اپ ، نارک  نیرت  گرزب یدوعص  ۀلابند  کی  رد  .تسا  یدوعص 

= − n × = = =an + ۳nn۲‾ ‾‾‾‾‾‾‾√ +n+۳nn۲√
+n+۳nn۲√

+۳n−n۲ n۲

+n+۳nn۲√
۳n

n( +۱)۱+ ۳
n√

۳
+۱۱+ ۳

n√
۳
n

= − ۱ = ۱a۱ + ۳(۱)۱۲‾ ‾‾‾‾‾‾‾√

هنیزگ 2 3

هدافتسا ۀطبار   زا  ماهبا  عفر  یارب  تسا ، مهبم   تروص  هب ۀلابند   دح  هکنیا  هب  هجوتاب
.میسیون یم قوف  ۀطبار  تروص  هب هدرک و  هداس  ار  هدش  هداد ترابع  نیاربانب  مینک ؛ یم

an( یدح ۱)∞e = limu→∞ (۱ + )۱
u

u

=limn→+∞ ( )n+۲
n+۱

۲n+۳
limn→+∞ ( )n+۱+۱

n+۱
۲n+۳

= = =limn→+∞ ( )(۱ + )۱
n+۱

n+۱
۲n+۳
n+۱

limn→+∞ e
۲n+۳
n+۱ e۲

هنیزگ 3 4

=هتکن : elimn→∞ (۱ + )۱
n
n

n(log(n + ۱) − log n) = n(log ) = n log(۱ + ) =limn→∞ limn→∞
n+۱
n limn→∞

۱
n

log = log elimn→∞ (۱ + )۱
n
n

هياپ تايضاير  ليسنارفيد و  يدنب  عمج  یزرواشکسرد : سدنهم  ریبد :
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هنیزگ 3 5

=lim
x→∞

۲n − ۵
۳n + ۲

۲
۳

| − | < ⇒ | | < ⇒ <۲n − ۵
۳n + ۲

۲
۳

۱
۱۰۰

۶n − ۱۵ − ۶n − ۴
۳(۳n + ۲)

۱
۱۰۰

۱۹
۳(۳n + ۲)

۱
۱۰۰

⇒ ۳n + ۲ > ⇒ ۳n > ⇒ n > ≃ ۲۱۰/۴ ⇒ n ≥ ۲۱۱۱۹۰۰
۳

۱۸۹۴
۳

۱۸۹۴
۹

هنیزگ 2

لوا ماگ 

مود ماگ 

6

: میناد یم

=(−۱)n
⎧

⎩
⎨⎪⎪

۱ ; جوز n

−۱ ; درف n

: میراد

: تشون ناوت  یم نیاربانب  تسا  ربارب   درف  جوز و  یاه  یازا  هب  یتقو  ، هلابند ، دح  لصاح 

(. یاه 1 و 4 هنیزگ در   ) تسا ارگمه  هلابند  نیا  سپ 
: میسیون یم ار  نآ  لوا  ۀلمج  دنچ  هلابند ، ندوب  اونکیریغ  ای  یلوزن  یسررب  یارب 

، تسا هتفای  شیازفا  هلابند  رادقم  مود  هب  لوا  ۀلمج  زا  یلوزن ، هن  تسا و  یدوعـص  هن  هلابند  تلامج  دینک  یم هدهاشم  هک  روط  نامه
.تسا ارگمه  اونکیریغ و  هلابند  نیاربانب  دبای ، یم شهاک  هلابند  رادقم  موس  هب  مود  ۀلمج  زا  سپس 

=an

⎧

⎩
⎨⎪⎪

; جوز n+۱n۲

۲ +۲n۲

; درف n−۱n۲

۲ +۲n۲

n → ∞n۱
۲

= =limn→∞ an limn→∞ n۲

۲n۲
۱
۲

= = ۰ , = = = , = = = , . . .a۱
۱−۱
۲+۲ a۲

۴+۱
۸+۲

۵
۱۰

۱
۲ a۳

۹−۱
۱۸+۲

۸
۲۰

۲
۵
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هنیزگ 1 7

: دینک هجوت  ریز  ۀتکن  ود  هب  تست  لح  یارب 
: مینک یم  هدافتسا  ریز  یلاکیدار  یزرا  مه  زا  ۀلابند   ییارگاو  ای  ییارگمه  یسررب  یارب  فلا )

.تفرگ رظن  رد  اب   زرا  مه  ار  ناوت   یم  یتقو   ۀلابند   ییارگاو  ای  ییارگمه  یسررب  رد  ب )
: مینک یم  یسررب  ار  ۀلابند   ییارگمه  ادتبا 

.تسا هب   ارگمه  ۀلابند   سپ 
: مینک یم  یسررب  ار  ۀلابند   ییارگمه  همادا  رد 

.دنتسه ارگمه  هدش  هداد  ۀلابند  ود  ره  نیاربانب  .تسا  هب 1  ارگمه  زین  ۀلابند  

{ − }an bn
∼ n ++ nn۲‾ ‾‾‾‾‾√

n→∞
۱
۲

{ }an
bnn → ∞+ nn۲‾ ‾‾‾‾‾√n۲‾‾‾√

{ − }an bn
( − ) = ( − ) = ((n + ) − (n + )) =limn→∞ an bn limn→∞ + nn۲‾ ‾‾‾‾‾√ +۱n۲

n limn→∞
۱
۲

۱
n

( − ) =limn→∞
۱
۲

۱
n

۱
۲

{ − }an bn
۱
۲

{ }an
bn

( ) = ( ) = = =limn→∞
an
bn limn→∞

+nn۲√
+۱n۲
n

limn→∞
n +nn۲√

+۱n۲ limn→∞
n n۲√
n۲ limn→∞

n(n)
n۲

= = ۱limn→∞ n۲

n۲

{ }an
bn

هنیزگ 2 8

: میراد یم  رب  ار  ریز  یاه  ماگ  تست  لح  یارب 
.میمان یم  ار   نآ  هدروآ و  تسد  هب  ار  ۀلابند   ییارگ  مه  دح  یتقو   فلا )

.میروآ تسد  هب  ار  دیاب   دوب  رگا   دیاب  و  دوب  رگا   ب )

: مینک هبساحم  ار  لصاح   دیاب  سپ 

تروص و رد  ۀدننکرفص   لماع  زا  .دوش  یم  مهبم  ربارب  و  لصاح  مینک  یراذگ  یاج  رـسک  جرخم  تروص و  رد  ار  رگا  
: مینک یم  هبساحم  ار  دح  لصاح  نآ ، ندرک  هداس  اب  هتفرگ و  روتکاف  جرخم 

n → +∞{ }anL
> Lanf (x)limx→L+< Lanf (x)limx→L−

= = ۱lim
n→+∞

an lim
n→+∞

n + ۱
n

n + ۱ > n > ⇒ > ۱−→−
÷n n + ۱

n
n
n

n + ۱
n

f (x)limx→۱+
x → ⇒ x > ۱ ⇒ −x < −۱ ⇒ [−x] = −۲۱+

f (x) = =lim
x→۱+

lim
x→۱+

۲x + [−x]
− ۱x۲ lim

x→۱+
۲x − ۲
− ۱x۲

x = ۱۰
۰(x − ۱)

= =lim
x→۱+

۲x − ۲
− ۱x۲ lim

x→۱+
۲(x − ۱)

(x − ۱)(x + ۱) lim
x→۱+

۲
x + ۱

= = = ۱۲
۱ + ۱

۲
۲
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هنیزگ 2 9

: مینک یم  لمع  ریز  تروص  هب  تست  لح  یارب 
ندروآ تسد  هب  یارب  سپ  .تسا  رارقرب  هراوـمه  ۀطبار   ۀزاب   رد  فلا )

.مینک یم  هدافتسا  یگدرشف  ۀیضق  زا  دح   لصاح 
هیـضق هب  هجوـت  اـب  .میروآ  یم  تسد  هب  یتـقو   ار  و   عباوت   زا  کی  ره  دـح  لـصاح  ب )

.تسا ربارب  یتقو   عبات  ود  نیا  دح  لصاح  اب  لصاح   یگدرشف ،

(۰, ۲) − {۱}≤ f (x) ≤ ۴ ( − ۲x + ۲)sin πx
۱−x tan−۱ x۲

f (x)limx→۱
sin πx
۱−x۴ ( − ۲x + ۲)tan−۱ x۲x → ۱

f (x)limx→۱x → ۱
۴ ( − ۲x + ۲) = ۴ (۱ − ۲ + ۲) = ۴ (۱)lim

x→۱
tan−۱ x۲ tan−۱ tan−۱

= ۴ × = π (I)π
۴

= =lim
x→۱

sin πx
۱ − x

۰
۰ − →−−−

hopital
lim
x→۱

sin πx
۱ − x lim

x→۱
π cos πx
−۱

= = = π (II) f (x) = π
π cos π
−۱

π(−۱)
−۱ − →−−−

یگدرشف

(I),(II)
lim
x→۱

هنیزگ 1 10

یتقو یتاثلثم  عباوت  یزرا  مه  میناد  یم  .مینک  یم  هدافتـسا  یتاثلثم  عباوت  یزرا  مه  زا  ماـهبا  عفر  یارب  .تسا  مهبم  دح  و  لصاح 
رpغت زا  دیاب  سپ  دـنک  یم  لیم  تمس   هب  اجنیا   .دنک  لیم  رفص  تمـس  هب  یتاثلثم  یاه  تبـسن  یولج  ترابع  هک  تسا  رارقرب 

یم لیم  رفص  تمس  هب  نینچ   مه  هدوب و  تروص   نیا  رد  .دـشاب  مینک   یم  ضرف  .مینک  هدافتـسا  ریغتم 
: درک هدافتسا  ریز  یاه  یزرا  مه  زا  ناوت  یم  هدش  هداد  تارpغت  اب  .دنک 

۰
۰

xπ
x − π = tx = π + tt

∼ t , ∼sin t
t→۰

۱ − cos t
t→۰

t ۲
۲

= =lim
x→π

sin(۱ + cos x)
۱ − cos ۲x lim

t→۰
sin(۱ + cos(π + t))

۱ − cos ۲(π + t)

= = =lim
t→۰

sin(۱ − cos t)
۱ − cos ۲t lim

t→۰

sin( )t ۲
۲

(۲t)۲
۲

lim
t→۰

t ۲
۲

۲t۲
۱
۴
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هنیزگ 4

لوا ماگ 

مود ماگ 

11

.تسا دح   لصاح 

.مینک یم  برض  تروص  جودزم  رد  ار  رسک  جرخم  تروص و  یتاثلثم ، ترابع  ندرک  رت  هداس  هدش و  هداد  دح  زا  ماهبا  عفر  یارب 

: میراد نیاربانب 

۰
۰

=limx→۰
−cos x√ cos ۳x√

۱−cos x
۰
۰

× =−cos x√ cos ۳x√
۱−cos x

+cos x√ cos ۳x√
+cos x√ cos ۳x√

cos x−cos ۳x
(۱−cos x)( + )cos x√ cos ۳x√

=lim
x→۰

−cos x‾ ‾‾‾‾√ cos۳x‾ ‾‾‾‾‾√
۱ − cos x lim

x→۰
cos x − cos۳x

(۱ − cos x)( + )cos x‾ ‾‾‾‾√ cos۳x‾ ‾‾‾‾‾√

= lim
x→۰

cos x − cos۳x
۲(۱ − cos x)

: لوا شور 
: هک میراد  رطاخ  هب  برض  هب  عمج  لیدبت  یاه  لومرف  زا 

: مینک یم  هدافتسا  ریز  یتاثلثم  یزرا  مه  یاه  لومرف  زا  هدش  هداد  ترابع  ندش  هداس  زا  دعب 

: میراد قوف  ۀتکن  ود  زا  هدافتسا  اب 

: مود شور 
.مینک هدافتسا  مه  لاتیپوه  ۀدعاق  زا  میناوت  یم  تروص  جودزم  ترابع  رد  جرخم  تروص و  برض  زا  دعب 

cos α − cos β = −۲ sin sinα+β
۲

α−β
۲

∼ u , ∼sin u
u→۰

۱ − cos u
u→۰

u۲

۲

=lim
x→۰

cos x − cos۳x
۲(۱ − cos x)

=lim
x→۰

−۲ sin sinx+۳x
۲

x−۳x
۲

۲(۱ − cos x)
= =lim

x→۰
−۲ sin ۲x sin(−x)

۲(۱ − cos x) lim
x→۰

−۲(۲x)(−x)
۲( )x۲

۲

= ۴lim
x→۰

۴x۲

x۲

=limx→۰
cos x−cos ۳x
۲(۱−cos x) =

لاتیپوه
limx→۰

− sin x+۳ sin ۳x
۲ sin x

۰
۰

= = = = ۴=
لاتیپوه
limx→۰

− cos x+۹ cos ۳x
۲ cos x

− cos ۰+۹ cos ۰
۲ cos ۰

−۱+۹
۲

۸
۲
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هنیزگ 2 12

میروآ : یم  تسد  هب  ار  لصاح   نامک  ، یتاثلثم  یاه  تبسن  زا  هدافتسا  اب 
 

هداس مرف  یتاثلثم  ترابع  ات  مینک  یم  برض  تروص  جودزم  رد  ار  رـسک  جرخم  تروص و  ماهبا  عفر  یارب  .تسا  مهبم  دح  و  لصاح 
رادقم  تیاهن  رد  مینک و  یم  هبساحم  ار  دح  لصاح  جرخم ، تروص و  رد  هدننکرفص  لماع  نتفر  نیب  زا  اب  سپس  .دریگب  دوخ  هب  یرت 

.میروآ یم  تسد  هب  ار 

 

 : نیاربانب

 

              

α + βcos(x + )π۴
cos(α + β) = cos α cos β − sin α sin β

۰
۰

a

cos(x + ) = cos x cos − sin x sin =π
۴

π
۴

π
۴

cos x − sin x = (cos x − sin x)۲‾√
۲

۲‾√
۲

۲‾√
۲

= ×lim
x→ π

۴

−cos x‾ ‾‾‾‾√ sin x‾ ‾‾‾‾√
cos(x + )π۴

lim
x→ π

۴

−cos x‾ ‾‾‾‾√ sin x‾ ‾‾‾‾√

(cos x − sin x)۲√
۲

+cos x‾ ‾‾‾‾√ sin x‾ ‾‾‾‾√
+cos x‾ ‾‾‾‾√ sin x‾ ‾‾‾‾√

= =lim
x→ π

۴

(cos x − sin x)

(cos x − sin x)( + )۲√
۲ cos x‾ ‾‾‾‾√ sin x‾ ‾‾‾‾√

= =lim
x→ π

۴

۲‾√
+cos x‾ ‾‾‾‾√ sin x‾ ‾‾‾‾√

۲‾√
+cos π

۴
‾ ‾‾‾‾‾√ sin π

۴
‾ ‾‾‾‾√

= = = =۲‾√

+۲√
۲
‾ ‾‾

√ ۲√
۲
‾ ‾‾

√
۲‾√

۲ × ۲√
۲
‾ ‾‾

√
۲

۱
۲

۲ × ۲−
۱
۲

‾ ‾‾‾√
۲

۱
۲

۲ × ۲−
۱
۴

= = ⇒ a = −۲
۱
۲

۲
۳
۴

۲−
۱
۴ ۲a ۱

۴
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هنیزگ 1 13

ربارب  دـح  لصاح  هک  نیا  هب  هجوت  اـب  .دوش  یم  یددـع  هچ  ربارب  یتقو  ، لصاح   مینک  یم  نpعت  ادـتبا 
.مینک یم  هبساحم  ار  رادقم   تیاهن  رد  ریداقم  و  و  تسا ،

نیاربانب تسا ، رت  گرزب  زا   نوچ   .دنک  یم  ادیپ  شهاک  رادقم   ، x رادقم شیازفا  اب  یتاثلثم  لوا  ۀیحان  رد  هک  دینک  تقد 
.دوب دهاوخ  رتمک  رادقم   زا  رادقم  

یتقو  رگا  تسا ، رفص   ریغ  ددع  ربارب  دح  لصاح  هک  اج  نآ  زا  اما  .دوش  یم  رفـص  ربارب  یتقو   رسک  تروص  لصاح  سپ 

دیاب سپ  هدش  هداد  ربارب   دح  لصاح  نوچ  دوش و  یم  رفـص  ربارب  دح  لصاح  دشاب  رفـص  زا  ریغ  یددع  رـسک  جرخم   

: میراد سپ  .دوش  رفص  ربارب  مه  رسک  جرخم  یتقو  ،

.میروآ یم  تسد  هب  ار  دح  لصاح  هدننک ، رفص  لماع  فذح  هدش و  هداد  دح  رد  نآ  نداد  رارق  ضرف  و  اب 

: اب تسا  ربارب  نیاربانب  

[۴ πx]cos۲x → ۱
۶
+۱

۲
aba + b

x → ⇒ x > ⇒ πx > ⇒ cos πx < cos۱
۶
+ ۱

۶
π
۶

π
۶

cos xπxπ
۶

cos πxcos π
۶

cos πx < πx <− →−−−−−−
cos =π۶

۳√
۲ ۳‾‾√

۲ − →−−−−
ناوت 2 هب   

cos۲ ۳
۴ ⇒

×۴

۴ πx < ۳ ⇒ ۴ πx → ⇒ [۴ πx] = ۲cos۲ cos۲ ۳− cos۲

x → ۱
۶
+۱

۲
x → ۱

۶
+۱

۲
x → ۱

۶
+

ax + b = ۰ ⇒ + b = ۰ ⇒ b = − ⇒ a = −۶b (I)lim
x→ ۱

۶
+ a

۶
a
۶

a = −۶b
= ⇒ =lim

x→ ۱
۶
+

۲ − ۱۲x
ax + b

۰
۰ lim

x→ ۱
۶
+

۲ − ۱۲x
−۶bx + b

= ⇒ = ⇒ b = ۴lim
x→ ۱

۶
+

۲(۱ − ۶x)
b(−۶x + ۱)

۱
۲

۲
b

۱
۲

a = −۶b = −۶ × ۴ = −۲۴⇒
(I)

a + b
a + b = −۲۴ + ۴ = −۲۰
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هنیزگ 2 14

تفگ  ناوت  یم  هدش  هداد  یواست  زا  هدافتـسا  اب  تسا : . رارقرب  ریز  ۀطبار  یتقو  ، عبات   دروم  رد 
یم کیدزن  هب 1  زا 1  رتشیب  ریداقم  اب  یتقو   عبات   دوش و  یم  کـیدزن  هب 1  زا 1  رتمک  ریداقم  اب  یتقو    

.دوش
هک تفایرد  ناوت  یم  زین  عبات  ود  رادومن  زا  هدافتسا  اب 

رادومن  دشاب  رگا   دراد و  رارق  رادومن   زا  رتلااب  رادومن   دشاب  رگا   دینک  یم  هدهاشم  هک  روط  نامه 
.دراد رارق  رادومن   زا  رت  ن2اپ   

: اب تسا  ربارب  یتقو   هدش  هداد  ترابع  دح  نیاربانب 

sin x
xx → ۰cos x < < ۱sin x

x
sin x
xx → ۰x

sin xx → ۰

[ ] = ۱ , [ ] = ۰limx→۰
x

sin x limx→۰
sin x
x

x > ۰y = xy = sin xx < ۰
y = xy = sin x

x → ۰ ⇒ → ⇒ [ ] = [ ] = ۱x
sin x

۱+ lim
x→۰

x
sin x

۱+

x → ۰ ⇒ → ⇒ [ ] = [ ] = ۰sin x
x

۱− lim
x→۰

sin x
x

۱−

x → ۰
[ ] + ۲ [ ] = ۰ + ۲(۱) = ۰ + ۲ = ۲limx→۰
sin x
x

x
sin x
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هنیزگ 4 15

یتـقو  .مـینک  یم  هبـساحم  ار  رادــقم   هداد و  رارق  ربارب   یتـقو   ار  عبات   دـح  لصاح  ادـتبا 
فیلکت ادتبا  ۀبساحم   یارب  .درک  یـشوپ  مشچ  قلطمردق  زا  ناوت  یم  هدوب و  تبثم  ترابع    

.میروآ یم  تسد  هب  ار  دح  لصاح  سپس  مینک و  یم  نشور  ار  قلطمردق 

: مینک یم  نpعت  ار  قلطمردق  لخاد  ترابع  تملاع  ادتبا  ندروآ  ، تسد  هب  یارب 

f (x) = | −۴|x۲

a −x+۲x۲x → +∞−۱a

x → +∞− ۴x۲f (x)limx→(−۲)+

= = = = −۱lim
x→+∞

| − ۴|x۲

a − x + ۲x۲ lim
x→+∞

− ۴x۲

a − x + ۲x۲ lim
x→+∞

x۲

ax۲
۱
a

⇒ a = −۱ ⇒ f (x) = | − ۴|x۲

− − x + ۲x۲

f (x)limx→(−۲)+

x → ⇒ x > −۲ ⇒ < ۴ ⇒ − ۴ < ۰ ⇒(−۲)+ x۲ x۲

| − ۴| = −( − ۴)x۲ x۲

f (x) = =lim
x→(−۲)+

lim
x→(−۲)+

−( − ۴)x۲

− − x + ۲x۲

= =lim
x→(−۲)+

−(x − ۲)(x + ۲)
−(x + ۲)(x − ۱) lim

x→(−۲)+
x − ۲
x − ۱

= =−۲ − ۲
−۲ − ۱

−۴
−۳

۴
۳

هنیزگ 3

لوا ماگ 

مود ماگ 

16

.مینک ماهبا  عفر  دیاب  هدوب و  مهبم  دح  لصاح  نیاربانب  .دیآ  یم  رد  تروص   هب  یتقو  ، دح  xلصاح  → ۴۰ ×∞

هب ار  تسا ) اجنیا  رد  هک   ) لماع  هک  تسا  نیا  دنیآ  یم  رد  تروص   هب  هک  ییاه  ترابع  ماهبا  عفر  یاه  هار  زا  یکی 
.مینک هبساحم  ار  دح  لصاح  لاتیپوه  ۀدعاق  زا  هدافتسا  اب  لیدبت و  ماهبا   هب  ار  ماهبا  هدرک ، لقتنم  رسک  جرخم  هب  سوکعم  تروص 

 

 

۰ ×∞∞tan πx
۸

۰
۰

(۲ − ) tan = =lim
x→۴

x√
πx
۸ lim

x→۴
۲ − x√

۱
tan πx

۸

= =lim
x→۴

۲ − x√
cot πx۸

۰
۰ − →−−−

لاتیپوه
lim
x→۴

۲ − x√
cot πx۸

= = = =limx→۴
− ۱

۲ x√

− (۱+ )π
۸ cot۲ πx

۸

− ۱
۴

− (۱+۰)π
۸

− ۱
۴

− π
۸

۸
۴π

۲
π
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.تسا مهبم  هدوب و  دح   لصاح  xیتقو  ، → −۴∞ −∞

یتقو  ار  نآ  دح  سپس  هدروآ  رد  نکمم  لکـش  نیرت  هداس  هب  ار  ترابع  رـسک ، ود  نایم  یریگ  کرتشم  جرخم  اب  ادتبا  ماهبا  عفر  یارب 
.مینک یم  هبساحم   

: مینک یم  باسح  یتقو   ار  هدش  هداس  ترابع  لصاح  لااح 

x → −۴
+ = + =x + ۱۹

+ ۳x − ۴x۲
۳

x + ۴
x + ۱۹

(x + ۴)(x − ۱)
۳

x + ۴
= =x + ۱۹ + ۳(x − ۱)

(x + ۴)(x − ۱)
x + ۱۹ + ۳x − ۳
(x + ۴)(x − ۱)

۴x + ۱۶
(x + ۴)(x − ۱)

= =۴(x + ۴)
(x + ۴)(x − ۱)

۴
x − ۱

x → −۴
= = = −limx→−۴

۴
x−۱

۴
−۴−۱

۴
−۵

۴
۵

هنیزگ 3

لوا ماگ 

مود ماگ 

18

.دوش ربارب   دح  لصاح  ات  دوش  ربارب   دیاب  جرخم  ترابع  دـح  سپ  .تسا  ربارب   تروص  ترابع  دح  یتقو   فلا )
یتقو  رسک  جرخم  دح  لصاح   ) دشاب جرخم  فعاضم  ۀشیر  هک   دوش  یم  یتروص   رد  یتقو   جرخم  ترابع  دح 

(. دوش ربارب   دیاب   و  
.تسا جرخم  فعاضم  ۀشیر  تفگ   ناوتب  ات  دشاب  تروص   هب  دیاب  جرخم  ب )

x → ۳−۱۰+−∞
x → ۳۰+x = ۳

x → ۳+x → ۳−۰+
۲(x − ۳)۲x = ۳

۲ = ۲( − ۶x + ۹) = ۲ − ۱۲x + ۱۸ = ۲ + ax + b(x − ۳)۲ x۲ x۲ x۲

⇒ { ⇒ a + b = −۱۲ + ۱۸ = ۶a = −۱۲
b = ۱۸

هنیزگ 1 19

f (x) = sin [cos ] − cos π[sin ]lim
x→π+

π
۲ ( )π۲

+
(۲π)+

= ۱ × [ ] − (−۱)[ ] = ۱ × (−۱) − ۰ = −۱۰− ۰+

f (x) = sin [cos ] − cos π[sin ]lim
x→π−

π
۲ ( )π۲

−
(۲π)−

= ۱ × [ ] − (−۱)[ ] = ۰ + (−۱) = −۱ ⇒ f (x) = −۱۰+ ۰− lim
x→π
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هنیزگ 1 20

هک دوش  داجیا  تلاح   ات  دوش  رفص  تلاح  نیا  رد  رسک  تروص  دیاب  هجیتنرد  دوش ؛ یم رفص  رـسک  جرخم  دشاب ، هک   یماگنه
: دشاب رفصریغ  یددع  دح ، لصاح  ماهبا  عفر  زا  دعب 

: مینک یم هدافتسا  لاتیپوه  زا  ماهبا   عفر  یارب  اجنیا  رد 

x = ۱۰
۰

= ⇒ − ۲ = ۰ ⇒ a + b = ۴lim
x→۱

− ۲ax + b‾ ‾‾‾‾‾√
− ۱x۲

۳
۲ a + b‾ ‾‾‾‾√

۰
۰

Hop : = ⇒ = a = ۱۲ ⇒ b = −۸lim
x→۱

a
۲ ax+b√

۲x
۳
۲

a
۴ a + b‾ ‾‾‾‾√

۳
۲ − →−−−

a+b=۴

هنیزگ 1 21

= limx→۰مهبم
tan x − sin x

x۳
۰
۰

=limx→۰
− sin xsin x

cos x

x۳ limx→۰
sin x( )۱−cos x

cos x

x۳

⇒ = =
sin u = ulimu→۰ limu→۰

۱ − u =limu→۰ cosn limu→۰
nu۲

۲

⎫

⎭
⎬⎪⎪ limx→۰

sin x(۱−cos x)
cos x×x۳ limx→۰

x× x۲
۲

cos xx۳
۱
۲

هنیزگ 4 22

: میروآ یم  تسد  هب  ار  عبات   فیرعت  هنماد 

: اب تسا  ربارب  عبات   فیرعت  هنماد 

.میروآ یم  تسد  هب  ار  نآ  دـح  هدرک و  یـسررب  هطقن  نیا  رد  ار  عبات   یگتسویپ  ادتبا  رد   عبات   یگتسویپ  یسررب  یارب 
.مینک یم  یسررب  ار  عبات   یگتسویپ  سپس 

نیا عبات  ، فیرعت  هنماد  هب  هجوت  اب  .دوش  فیرعت  رفص  یگیاسمه  رد  عبات   دیاب  دشاب ، هتسویپ  رد   عبات   هک  نیا  یارب 
.درادن ار  یگتسویپ  دروم  رد  ثحب  طیارش  رد   عبات   تسا و  هدشن  فیرعت  رفص  یگیاسمه  رد  عبات 

f
= (−∞, ۱]Df

g
= [۱, +∞)⋃{۰}Dg

gofx = ۱f
gof

f (x) = f (x) = = ۰limx→۱ limx→۱− limx→۱− ۱ − x‾ ‾‾‾‾√
gofx = ۱gg

gofx = ۱
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هنیزگ 2 23

رگید راب  کی  نآ  فافـش  زرم  اب  ار  اه  هطباض  یقلطمردق ، تلاداعمان  هب  هجوت  اب  .تسا  هدشن  صخـشم  فافـش  یلیخ  اه  هطباض  زرم 
: میسیون یم 

.دشاب هتسویپ  دنتسه  اه  هطباض  زرم  هک  ۀطقن  و   ود  رد  دیاب  دشاب ، هتسویپ  یور   رب  عبات   هک  نیا  یارب 
زا اه  ضرع  روحم  اـب  نآ  دروخرب  ۀـطقن  ندروآ  تسد  هب  یارب  دـیاب  نیارباـنب  دراد ، رارق  طخ   یلااب  طخ   میناد  یم 

.درک هدافتسا  ۀطباض  
: رد  عبات  یگتسویپ  یسررب 

: رد  عبات  یگتسویپ  یسررب 

: دوش یم  هجیتن  ۀطبار  و   ود  زا 

f (x) = {
ax + b , x ≥ ۱ ای x ≤ −۱
x[x] , −۱ < x < ۱

f (x)ℝx = ۱x = −۱
x = ۳x = ۱
f (x) = ax + b

x = ۱
f (x) = f (x) = f (۱) ⇒lim

x→۱+
lim
x→۱−

ax + b = x[x] ⇒ a + b = ۱ × ۰ = ۰ ⇒ a + b = ۰ (I)lim
x→۱+

lim
x→۱−

x = −۱
f (x) = ax + b = −a + b , f (−۱) = −a + blimx→(−۱)− limx→(−۱)−

f (x) = x[x] = (−۱)[− ] = (−۱)(−۱) = ۱lim
x→(−۱)+

lim
x→(−۱)+

۱+

f (x) = f (x) = f (−۱) ⇒ −a + b = ۱ (II)lim
x→(−۱)+

lim
x→(−۱)−

(I)(II)

{ ۲b = ۱ ⇒ b = a = −a + b = ۰
−a + b = ۱ ⇒

(+) ۱
۲ ⇒
(I) ۱

۲
⇒ ax + b = − x + f (۳) = − + = −۱۱

۲
۱
۲ −→−−

x=۳ ۳
۲

۱
۲
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.تسا هتسویپان  دوش ، یم  حیحص  ددع  کی  ربارب  نآ   رد  هک  یطاقن  رد  عبات   فلا )
دیاب دوش ، هتـسویپان  عبات  کی  عبات   دـشاب  رارق  رگا  نیاربانب  .تسا  هتـسویپ  هراومه  عبات  کی  عبات   ب )

حیحص رادقم  کی  نآ   رد  هک  میشاب  یطاقن  لابند  دیاب  ۀزاب   رد  سپ  .میروآ  تسد  هب  ار  عبات   یگتسویپان  طاقن 
.دشاب

y = [f (x)]f (x)
y = xf (x) = x − [ ]x۲

y = [ ]x۲[۰, ۲]x۲

نیاربانب .دوش  یمن  بوسحم  عبات  یگتسویپان  طاقن  ءزج  هطقن  نیا  هدوب و  هتـسویپ  تسار  زا  عبات  رد   هک  دیشاب  هتشاد  هجوت 
.تسا هتسویپان  هطقن  رد 4  عبات  

y = , ∈ ℤ , x ∈ [۰, ۲] ⇒ = K ⇒ x =x۲ x۲ x۲ K‾‾√
= ۱ ⇒ x = ۱x۲

= ۲ ⇒ x =x۲ ۲‾√
= ۳ ⇒ x =x۲ ۳‾‾√
= ۴ ⇒ x = ۲x۲

x = ۰
f (x)

هنیزگ 2 25

:a ۀطقن رد  یگتسویپ  طرش 
f (x) = f (x) = f (a)limx→a− limx→a+

⇒ = ۱ − ⇒ =
⎧

⎩
⎨⎪⎪

f (x) =lim
x→a−

۱
a

f (a) = f (x) = ۱ −lim
x→a+

a
۴

۱
a

a
۴

۱
a

۴−a
۴

⇒ ۴ = ۴a − ⇒ − ۴a + ۴ = ۰ ⇒ = ۰ ⇒ a = ۲a۲ a۲ (a − ۲)۲

هنیزگ 2 26

: میراد نیاربانب  دشاب ، ربارب  هطقن  نیا  رد  عبات  رادقم  اب  هطقن  نیا  رد  عبات  دح  دیاب  دشاب  هتسویپ  ۀطقن   رد  عبات  هکنیا  xیارب  = ۰
f (x) = [ ] cos ۴x = [ ] × ۱ = ۰ ⇒ a = ۰limx→۰ limx→۰

sin x
x ۱−
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هنیزگ 4 27

هزاب نیا  رد  هشیر  کی  لقادـح  یاراد   f عبات هاگنآ  دشاب و  ، هتسویپ  هزاب   رد   f عبات رگا  ونازلوب : ۀیـضق  هتکن :
.تسا

دـشاب هشیر  کی  لقادح  یاراد  هزاب  نیا  رد  هکنیا  یارب  تسا ، هتـسویپ  ۀزاب   رد  موس   هجرد  ۀلداعم 
: میشاب هتشاد  دیاب 

.تسا اتکی  هشیر  تسا و  یدوعص  ادیکا   f نیاربانب هکنیا   هب  هجوتاب

[a, b]f (a)f (b) < ۰

۳ + ax − ۱ = ۰x۳( , )۱
۳

۱
۲

f ( ). f ( ) < ۰ ⇒ (۳ + − ۱)(۳ + − ۱) < ۰۱
۳

۱
۲ ( )۱

۳
۳ a

۳ ( )۱
۲

۳ a
۲

⇒ ( − )( − ) < ۰ ⇒ ( )( ) < ۰ ⇒ (۳a − ۸)(۴a − ۵) < ۰a
۳

۸
۹

a
۲

۵
۸

۳a − ۸
۹

۴a − ۵
۸

⇒ < a < ⇒ ( , )۵
۴

۸
۳

۵
۴

۸
۳

(x) = ۹ + a > ۰f ′ x۲

هنیزگ 3

لوا ماگ 

مود ماگ 

28

.دوش یفنم  رادقم  ود  نیا  برض  لصاح هجیتنرد  هدوب و  تملاع  مه ریغ  هزاب  یاهتنا  ادتبا و  ریداقم  هک  مینک  باختنا  ار  یا  هنیزگ دیاب 

ۀنیزگ 1:

ۀنیزگ 2:

ۀنیزگ 3:

ۀنیزگ 4:

f (۰) > ۰ , f ( ) > ۰ ⇒ f (۰) × f ( ) > ۰۱
۳

۱
۳

f ( ) < ۰ , f ( ) < ۰ ⇒ f ( ) × f ( ) > ۰۱
۲

۲
۳

۱
۲

۲
۳

f ( ) > ۰ , f ( ) < ۰ ⇒ f ( ) × f ( ) < ۰۱
۳

۲
۵

۱
۳

۲
۵

f ( ) < ۰ , f ( ) < ۰ ⇒ f ( ) × f ( ) > ۰۲
۵

۱
۲

۲
۵

۱
۲
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هنیزگ 1 29

ناکما دـح  ات  ار  ترابع  هدرک و  یریگ  کرتشم  جرخم   ) میروآ یم  تسد  هب  نکمم  لکـش  نیرت  هداـس  هب  ار  عبات   ۀطباض  ادتبا 
.تسا رسک  جرخم  یاه  هشیر  مه  مئاق  بناجم  .دنک  یم  لیم  یتقو  تسا  عبات  دح  لصاح  یقفا  بناجم  مینک .) یم  هداس 

.دوش یم  صخشم  زین  اه  نآ  دروخرب  لحم  اه ، بناجم  نpعت  اب 

: مئاق یقفا و  یاه  بناجم  نpعت 

.تسا ۀطقن   عبات  یاه  بناجم  دروخرب  لحم  سپ 

f − g
x → ∞

f (x) − g(x) = − =x + ۱۱
− ۳x − ۴x۲

۳
x − ۴

− = =x + ۱۱
(x − ۴)(x + ۱)

۳
x − ۴

x + ۱۱ − ۳(x + ۱)
(x − ۴)(x + ۱)

x + ۱۱ − ۳x − ۳
(x − ۴)(x + ۱)

= = =−۲x + ۸
(x − ۴)(x + ۱)

−۲(x − ۴)
(x − ۴)(x + ۱)

−۲
x + ۱

یقفا بناجم  : y = = ۰ ⇒ y = ۰limx→∞
−۲
x+۱

مئاق بناجم  : x + ۱ = ۰ ⇒ x = −۱
(−۱, ۰)
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بناجم ۀلداعم  نتفای  یارب  .میهد  رارق  ربارب   ار  نآ  هدرک و  نpعت  ار  عبات  یقفا  بناجم  ۀـلداعم  دـیاب  رادقم  ، نتفای  یارب  فلا )
: مینک یم  هدافتسا  ریز  یلاکیدار  یزرا  مه  زا  یقفا 

نpعت ار  نآ  ۀلداعم  سپـس  دراد ، یقفا  بناجم  عبات  ای   یاه   تلاح  زا  کی  مادک  رد  مینک  یم  یـسررب  ب )
.مینک یم 

b۳
۲

∼ |x + | , a > ۰a + bxx۲‾ ‾‾‾‾‾‾‾‾√
x→±∞

a‾‾√
b
۲a

x → +∞x → −∞

.درادن یقفا  بناجم  عبات  هدش و  ربارب   دح  لصاح  تلاح   رد  سپ 

: میراد .دشاب  ربارب   یددع  رادقم  رفص و  ربارب  دیاب  بیرض   نیاربانب  تسا ، هدش  ددع  ربارب  دح  لصاح 

∼ |x + | = (x + )a + bxx۲‾ ‾‾‾‾‾‾‾‾√
x→+∞

a‾‾√
b
۲a a‾‾√

b
۲a

f (x) = (۲x − ۱ + x + ) = +∞lim
x→+∞

lim
x→+∞

a‾‾√
ba‾‾√

۲a
x → +∞+∞

∼ |x + | = − (x + )a + bxx۲‾ ‾‾‾‾‾‾‾‾√
x→−∞

a‾‾√
b
۲a a‾‾√

b
۲a

f (x) = (۲x − ۱ − x − ) = ⇒lim
x→−∞

lim
x→−∞

a‾‾√
ba‾‾√

۲a
۳
۲

x(۲ − ) + (−۱ − ) =lim
x→−∞

a‾‾√
b

۲ a‾‾√

۳
۲

x۳
۲

۲ − = ۰ ⇒ = ۲ a = ۴a‾‾√ a‾‾√ − →−−−−
ناوت 2 هب 

−۱ − = −۱ − = ⇒ − = ⇒b
۲ a‾‾√

۳
۲ −→−

a=۴ b
۴

۳
۲

b
۴

۵
۲

b = −۱۰

16/31وتینرل 1397



هنیزگ 2

لوا ماگ 

مود ماگ 

31

ۀطبار  زا  لیام  بناجم  طخ  بیش )  ) هیواز بیرض  تروص  نیا  رد  .دشاب  عبات   لیام  بناجم  طخ   مینک  یم  ضرف 
.دیآ یم  تسد  هب   
y = ax + bf (x)

a = limx→±∞
f(x)
x

: اب تسا  ربارب  عبات  لیام  بناجم  طخ  بیش 
 

: مینک یم  هبساحم  ار  رادقم   تلاح  و  ، ود  رد 

 

.تسا ربارب 1-  نآ  ۀیواز  بیرض  دراد و  لیام  بناجم  یتقو   طقف  عبات  سپ 

a = = = (۲ − ۱)limx→±∞
f(x)
x limx→±∞

x(۲ −۱)e−x
x limx→±∞ e−x

x → +∞x → −∞a

(۲ − ۱) = ۲ − ۱ = ۲(۰) − ۱ = −۱ ⇒ a = −۱lim
x→+∞

e−x ( )۱
e

+∞

(۲ − ۱) = ۲ − ۱ = ∞lim
x→−∞

e−x e∞

x → +∞

هنیزگ 2 32

: میروآ یم تسد  هب  ار  یاه   بناجم ادتبا 

: میراد تروص  نیا  رد  .دشاب  تروص   هب  f لیام بناجم  دینک  ضرف 

.دنتسه  f رادومن لیام  یاه  بناجم نیاربانب  
: میروآ یم تسد  هب  ار  تبثم  یاه  ضرع اب  اه  بناجم عطاقت  لحم  لاح 

f (x) = x۲

−۱x۲√

= ۰ ⇒ − ۱ = ۰ ⇒ مئاق  یاه  بناجم : x = ±۱− ۱x۲‾ ‾‾‾‾‾√ x۲

y = ax + b

a = = = {limx→∞
f(x)
x limx→∞ x

−۱x۲√
− →−−

ناوترپ
limx→∞ x

|x|
= ۱limx→+∞ x

x

= −۱limx→−∞ x
−x

b = (f (x) − ax) =limx→∞

⎧

⎩
⎨⎪⎪

( − x) = ( − x) = ۰limx→+∞ x۲

−۱x۲√
limx→+∞ x۲

x

( + x) = ( + x) = ۰limx→−∞ x۲

−۱x۲√
limx→−∞ x۲

−x

y = ±x

⇒ |AB| = = ۲
⎧

⎩
⎨⎪⎪
y = x اب x = ۱ عطاقت : A(۱, ۱)
y = −x اب x = −۱ عطاقت   : B(−۱, ۱)

+(−۱ − ۱)۲ (۱ − ۱)۲‾ ‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾√
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هنیزگ 1 33

هب ار  عبات  یقفا  بناجم  هدرک و  هداس  ار  ۀطباض   تسا ، درف  ۀجرف  اب  یلاکیدار  عباوت  صوصخم  هک  ریز  یزرا  مه  زا  هدافتـسا  اب  ادتبا 
میروآ : یم  تسد 

.میروآ یم  تسد  هب  ار  دروخرب  ۀطقن  لوط  تاصتخم  هداد و  یقلات  ۀطباض   اب  ار  یقفا  بناجم  ۀلداعم 

: زا تسا  ترابع  یقفا  بناجم  ۀلداعم 

: اب تسا  ربارب  دروخرب  ۀطقن  تاصتخم 

y
∼ (x + )a + b +. . .xn xn−۱‾ ‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾√n

x→±∞ درف n
a‾‾√n

b
na

f (x)
= ∼ (x + ) = −x +−x۲ x۳‾ ‾‾‾‾‾‾‾√۳ − +x۳ x۲‾ ‾‾‾‾‾‾‾‾√۳

x→±∞
−۱‾‾‾√۳ ۱

−۳
۱
۳

y = f (x) = (x − x + ) = ⇒ y =limx→±∞ limx→±∞
۱
۳

۱
۳

۱
۳

f (x) = ⇒ x + = ⇒ = − x۱
۳ −x۲ x۳‾ ‾‾‾‾‾‾‾√۳ ۱

۳ −x۲ x۳‾ ‾‾‾‾‾‾‾√۳ ۱
۳ − →−−−−

ناوت 3 هب 

− = = − x + − ⇒ x = ⇒ x =x۲ x۳ ( − x)۱
۳

۳ ۱
۲۷

۱
۳ x۲ x۳ ۱

۳
۱

۲۷
۱
۹

هنیزگ 2 34

: هتکن
.دوش یم هبساحم  تروص   هب تسا   x زا یعبات   u هک عبات   قتشم  ( 1

.دوش یم هبساحم  ۀطبار   زا  تسا   x زا یعبات   u هک عبات   قتشم  ( 2
: میراد نیاربانب 

y = usin−۱=y′ u′

۱−u۲√
y = tan u= (۱ + u)y′ u′ tan۲

f (x) = (tan( + ))π
۶ sin−۱ x√

⇒ (x) = × (۱ + ( + ))f ′
۱

۲ x√

۱ − x‾ ‾‾‾‾√
tan۲ π

۶ sin−۱ x√

⇒ ( ) = × (۱ + ( = (۱ + ) =f ′
۱
۴

۱
۲ ۱

۴√
۱ − ۱

۴
‾ ‾‾‾‾‾√

tan۲ + )π
۶ ( )sin−۱ ۱

۲ 
π
۶  

π
۳

۲
۳‾‾√

( )۳‾‾√ ۲ ۸
۳‾‾√
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هنیزگ 4 35

: میراد قتشم  فیرعت  قبط 

= ⇒ {lim
h→۰

f (−۲ + h) + ۳
h

۱
۲

f (−۲) = −۳
(−۲) =f ′ ۱

۲

( f (x) = ۲xf (x) + (x)x۲ )′ x۲ f ′

−۴f (−۲) + ۴ (−۲) = −۴(−۳) + ۴( ) = ۱۲ + ۲ = ۱۴− →−−
x=−۲

f ′
۱
۲

هنیزگ 1 36

A ∈ ⇔ ∈ f ⇒ x + = ۱ ⇒ x = ۰ ⇒ A
∣
∣
∣ ۱
?

f −۱ A′
∣
∣
∣ ?۱ e۲x ∣

∣
∣ ۱۰

(x) = ۱ + ۲f ′ e۲x

m = = = =( (x))f −۱ ′
x=۱ ( )۱

(x)f ′ x=۰

۱
۱ + ۲

۱
۳

⇒ y − ۰ = (x − ۱) ⇒ y = x − ⇒ ۳y − x = −۱۱
۳

۱
۳

۱
۳

هنیزگ 2 37

y − ln(۲x − y) − ۱۲ = ۰ ⇒ = − = −x۲ y′ f ′x
f ′y

۲xy− ۲
۲x−y

−x۲ −۱
۲x−y

= = − = − = −۲ ⇒ =− →−−
(۲,۳)

y′ m سامم
۲ × ۲ × ۳ − ۲

۴−۳

−۲۲ −۱
۴−۳

۱۰
۵ m′ مئاق

۱
۲

⇒ مئاق طخ  هلداعم  : y − ۳ = (x − ۲) ⇒ y = x + ۲۱
۲

۱
۲

x + ۲ = ۰ ⇒ x = −۴− →−−−−−−−−−
y=۰

اه x روحم اب  عطاقت  ۱
۲
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هنیزگ 3 38

ۀیواز میریگب و   رظن  رد  ار   تسار  قتشم  ار  و  هطقن  نیا  رد  پچ  قتـشم  دشاب و   f عبات یارب  هشوگ  ۀطقن  کی   x رگا هتکن :
: دروآ تسد  هب  ریز  ۀطبار  زا  ناوت  یم ار  تروص   نیا  رد  دشاب ، هطقن  نیا  رد  تسار  پچ و  سامم  ود  نیب 

: میراد تسا ،  f عبات یارب  هشوگ  ۀطقن  کی  ۀطقن   عبات  ۀطباض  هب  هجوتاب

m۱m۲θ
tan θ

tan θ = ∣∣∣
−m۱ m۲

۱+m۱m۲
∣
∣∣

x = ۱

y = ⇒ =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪
⎪⎪

; x ≥ ۱x − ۱
+ ۳x۲‾ ‾‾‾‾‾‾√

− ; x < ۱x − ۱
+ ۳x۲‾ ‾‾‾‾‾‾√

y′

⎧

⎩

⎨
⎪⎪
⎪⎪

; x ≥ ۱
− (x−۱)+۳x۲√ ۲x

۲ +۳x۲√
+۳x۲

− ; x < ۱
− (x−۱)+۳x۲√ ۲x

۲ +۳x۲√
+۳x۲

⇒ ⇒ tan θ = = =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪
⎪⎪

(۱) =f ′ +
۱
۲

(۱) =f ′ −
−۱
۲

∣

∣
∣∣

+۱
۲

۱
۲

۱− ۱
۴

∣

∣
∣∣

۱
۳
۴

۴
۳

هنیزگ 2 39

: دراد فعاضم  ۀشیر  ینحنم ، ود  یقلات  ۀلداعم  دشاب ، سامم  ینحنم  رب  طخ  هک  یتروصرد

: میهد یم رارق  فعاضم ،  ۀشیر  ندروآ  تسد  هب  یارب 

⇒ = −۳x + ۲y = + ax۲

x − ۲
y = −۳x + ۲

⎫

⎭
⎬⎪⎪

+ax۲

x−۲

⇒ + a = −۳ + ۸x − ۴ ⇒ ۴ − ۸x + (a + ۴) = ۰x۲ x۲ x۲

Δ = ۰
Δ = ۰ ⇒ − ۴(۴)(a + ۴) = ۰ ⇒ ۶۴ − ۱۶a − ۶۴ = ۰ ⇒ a = ۰(−۸)۲

هنیزگ 2 40

: میبایب لوط   هب  یا  هطقن رد  ار  رادومن  رب  سامم  طخ  بیش  πدیاب 
۳

f (x) = ⇒ (x) = =sin x
۱ + cos x f ′

cos x(۱ + cos x) − (− sin x) sin x
(۱ + cos x)۲

۱ + cos x
(۱ + cos x)۲

= ⇒ = ( ) = =۱
۱ + cos x m۱ f ′

π
۳

۱
۱ + cos π

۳

۲
۳

y = x ⇒ = ۱m۲

tan α = | | = | | = = ۰/۲
۱ − ۲

۳

۱ + (۱)( )۲
۳

۱
۳
۵
۳

۱
۵
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هنیزگ 3

لوا ماگ 

مود ماگ 

41

.تسا هطقن  نآ  رد  عبات  قتشم  رادقم  اب  ربارب  هطقن ، کی  رد  عبات  ینحنم  رب  سامم  طخ  بیش فلا )
: اب تسا  ربارب  بیش  و   اب  طخ  ود  نیب  ۀیواز  تناژنات  m۱m۲ب )

tan θ = ∣∣∣
−m۱ m۲

۱+m۱m۲
∣
∣∣

ۀطقن  رد  عبات   نیارباـنب  تسا ؛ راد  نارک هراومه  زین  یفرطزا   تسا ؛ رفـص  اب  ربارب  رادقم   یازا  ، هب 
.تسا هتسویپ   

.تسا هطقن  نیا  رد  عبات  تسار  پچ و  قتـشم  رادقم  اب  ربارب  ۀطقن   رد  عبات  تسار  پچ و  سامم  بیـش  لوا ، ماگ  هب  هجوتاب
.مینک یم نpعت  یتقو   یتقو  و  ار  عبات  ۀطباض  عبات ، پچ  تسار و  قتشم  ۀبساحم  زا  لبق 

: اب تسا  ربارب  نیاربانب  

x = πsin ۲x۲ + cos x
۲f (x)

x = π
x = π

x → π+x → π−

x → : x > π ⇒ > ⇒ cos < ۰ ⇒ ۲ + cos < ۲π+ x
۲

π
۲

x
۲

x
۲

⇒ [۲ + cos ] = ۱ ⇒ f (x) = sin ۲xx
۲

⇒ (x) = ۲ cos ۲x ⇒ (π) = ۲ cos ۲π = ۲ ⇒ = ۲f ′ f ′ + m۱
x → : x < π ⇒ < ⇒ cos > ۰ ⇒ ۲ + cos > ۲π− x

۲
π
۲

x
۲

x
۲

⇒ [۲ + cos ] = ۲ ⇒ f (x) = ۲ sin ۲xx
۲

⇒ (x) = ۴ cos ۲x ⇒ (π) = ۴ cos ۲π = ۴ ⇒ = ۴f ′ f ′ − m۲
tan θ

tan θ = = = =∣
∣∣

−m۱ m۲
۱+m۱m۲

∣
∣∣

∣
∣

۲−۴
۱+۸
∣
∣

∣
∣
−۲
۹
∣
∣

۲
۹
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هنیزگ 1

لوا ماگ 

مود ماگ 

42

: دیآ یم تسد  هب  ریز  ۀطبار  زا  ینمض   عبات  fقتشم  (x, y)
= = −y′ x

dy
dx

f ′ x
f ′ y

: مینک یم هبساحم  ۀطقن   رد  ار   x هب تبسن   y لوا قتشم  ادتبا  لوا ، ماگ  هب  هجوتاب .تسا   x هب تبسن   y مود قتشم   

.تسا دیشاب  و   هتشاد  دای  هب  .مینک  یم نpعت  میقتسم  تروص  هب ار  عبات  مود  قتشم 

: میروآ یم تسد  هب  ۀطقن   رد  ار  رادقم   نونکا 

yd۲

dx۲(۲, −۱)
f (x, y) = y + + ۳x۲ y۲

= − = − = −dy
dx

f ′ x
f ′ y

۲xy+۰+۰
+۲y+۰x۲

۲xy
+۲yx۲

(۲, −۱) = − = ۲y′ −۴
۴−۲

= ۱dx
x=dy

x y′

=yd۲

dx۲
(−۲y−۲x )( +۲y)−(۲x+۲ )(−۲xy)y′ x۲ y′

( +۲y)x۲ ۲

yd۲

dx۲(۲, −۱)
=− →−−−−−

(۲,−۱)=۲y′

x=۲ , y=−۱ yd۲

dx۲
(۲−۸)(۴−۲)−(۴+۴)(۴)

(۴−۲)۲

= = = − = −۱۱(−۶)(۲)−(۸)(۴)
۲۲

−۱۲−۳۲
۴

۴۴
۴
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هنیزگ 4

لوا ماگ 

مود ماگ 

43

: اب تسا  ربارب  دنک  یم روبع  ۀطقن   زا  هک   m بیش هب  یطخ  ۀلداعم  فلا )

.هطقن نآ  رد  عبات  ینحنم  رب  سامم  طخ  بیش ۀنیرق  سوکعم و  اب  تسا  ربارب  هطقن  کی  رد  عبات  ینحنم  رب  مئاق  طخ  بیش ب )
.هطقن نآ  رد  عبات  قتشم  رادقم  اب  تسا  ربارب  هطقن  کی  رد  عبات  ینحنم  رب  سامم  طخ  بیش ج )

: میراد تسا و  هاگنآ   دشاب ؛ ریذپ f و   قتشم عبات  نوراو  رگا   د )

( , )x۰ y۰
y − = m(x − )y۰ x۰

f −۱(α, β) ∈ f(β, α) ∈ f −۱

( (β) =f −۱)′ ۱
(α)f ′

اب .تسا  هجیتنرد   و  سپ   تسا  اه  x روحم اب  عبات   ینحنم  یقلات  ۀـطقن  مینک  ، یم ضرف 
.مینک یم نpعت  ار  رادقم   ، f عبات ۀطباض  رد  هطقن  نیا  تاصتخم  یراذگیاج 

عبات  قتشم  رادقم  ادتبا  تسا  مزلا  عبات   ینحنم  رب  مئاق  طخ  ۀلداعم  نتشون  یارب  .تسا  نیاربانب  و  
: میراد لوا  ماگ  زا  د )  ) تمسق هب  هجوتاب هک  مینک  هبساحم  هطقن  نیا  رد  ار   

: میسیون یم ار  طخ  نیا  ۀلداعم  سپس  مئاق و  طخ  بیش نونکا 

x = αf −۱(α, ۰) ∈ f −۱(۰, α) ∈ f
α

f (x) = x + α = ۰ + = ۰ + ۱ = ۱ex − →−−−
(۰,α)∈f

e۰

(۰, ۱) ∈ f(۱, ۰) ∈ f −۱f −۱

f −۱

( (۱) =f −۱)′ ۱
(۰)f ′

(x) = ۱ + ⇒ (۰) = ۱ + = ۱ + ۱ = ۲f ′ ex f ′ e۰

⇒ ( (۱) = ⇒ =f −۱)′ ۱
۲ m سامم

۱
۲

= − = − = −۲m مئاق
۱

m سامم

۱
۱
۲

y − ۰ = −۲(x − ۱) ⇒ y = −۲x + ۲ ⇒ y + ۲x = ۲
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لوا ماگ 

مود ماگ 

44

.دشاب ربارب  مهاب  دوجوم و  هطقن  نآ  رد  عبات  تسار  پچ و  قتشم  هاگره  تسا ؛ ریذپ  قتشم هطقن  کی  رد  عبات  فلا )
: دیآ یم تسد  هب  ریز  ۀطبار  زا  عبات   قتشم  gofب ) (x)

y = gof (x) = g(f (x)) ⇒ = (x) (f (x))y′ f ′ g′

میقتسم روط  هب ۀـطقن   رد  ار  عبات   تسار  پچ و  قتـشم  نیاربانب  دنا ؛ هتـسویپ ۀطقن   رد  و   عبات   ود 
.مینک یم نpعت 

: میشاب هتشاد  هاگره  تسا  هتسویپ  رد   عبات   لوا ، ماگ  زا  فلا )  ) تمسق هب  هجوتاب

f (x)g(x)x = ۰gofx = ۰

x → ⇒ x > ۰ ⇒ |x| = x ⇒۰+
⎧

⎩
⎨⎪⎪
f (x) = ۴x ⇒ (x) = ۴f ′

g(x) = ( + a)x ⇒ (x) = + a۳
۴ g′

۳
۴

⇒ (۰) = (۰) (f (۰)) = ۴( + a) = ۳ + ۴a(gof )′ + f ′ + g′ +
۳
۴

x → ⇒ x < ۰ ⇒ |x| = −x ⇒۰−
⎧

⎩
⎨⎪⎪
f (x) = ۲x ⇒ (x) = ۲f ′

g(x) = ( − a)x ⇒ (x) = − a۳
۴ g′

۳
۴

⇒ (۰) = (۰) (f (۰)) = ۲( − a) = − ۲a(gof )′ − f ′ − g′ −
۳
۴

۳
۲

gofx = ۰
(۰) = (۰) ⇒ ۳ + ۴a = − ۲a ⇒ ۶a = − ⇒ a = −(gof )′ + (gof )′ −

۳
۲

۳
۲

۱
۴

هنیزگ 3

لوا ماگ 

مود ماگ 

45

: میراد هاگنآ  دشاب و    f ریذپ قتشم عبات  نوراو  fرگا   −۱(α, β) ∈ f
( (β) =f −۱)′ ۱

(α)f ′

: میراد یبرض  لصاح عباوت  قتشم  لومرف  زا  هدافتسا  اب  تسا ، عبات  و   ود  برض  لصاح تروص  هب  

: میراد لوا ، ماگ  هب  هجوتاب .تسا  سپ  و   تسا ؛ لاؤس ،  تروص  قبط 

g(x)۲x‾‾‾√(x)f −۱

g(x) = (x) ⇒ (x) = (x) + ( (x)۲x‾‾‾√ f −۱ g′ ۲
۲ ۲x√

f −۱ ۲x‾‾‾√ f −۱)′

⇒ (۲) = (۲) + ( (۲)g′ ۱
۴√ f −۱ ۴‾‾√ f −۱)′

f (۴) = ۲(۴, ۲) ∈ f(۲, ۴) ∈ f −۱

( (۲) = = = ۳f −۱)′ ۱
(۴)f ′

۱
۱
۳

⇒ (۲) = (۴) + ۲(۳) = ۲ + ۶ = ۸g′ ۱
۲
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.هطقن نآ  رد  عبات  قتشم  رادقم  اب  تسا  ربارب  نآ ، رب  عقاو  هطقن  کی  رد  عبات  ینحنم  رب  سامم  طخ  بیش فلا )
: اب تسا  ربارب  بیش  و   اب  طخ  ود  نیب  ۀیواز  تناژنات  m۱m۲ب )

tan θ = ∣∣∣
−m۱ m۲

۱+m۱m۲
∣
∣∣

زا هدش  مسر طخ  مینک  یم ضرف  .دراد  رارق  عبات  ینحنم  زا  جراخ  هطقن  نیا  سپ  دـنک ؛ یمن قدـص  عبات  ۀـطباض  رد   A ۀطقن تاصتخم 
ار رادقم   سامم ، طخ  نیا  بیـش  نتفای  یارب  .تسا  هدـش  سامم  عبات  ینحنم  رب  ۀطقن   رد   A ۀطقن

.مینک یم هبساحم 

: اب تسا  ربارب  سامم  طخ  نیا  ۀلداعم 

: دنک یم قدص  سامم  طخ  ۀلداعم  رد  نآ  تاصتخم  سپ  تسا ؛ سامم  طخ  یور  زین   A ۀطقن

: دیآ یم تسد  هب  سامم  طخ  ود  بیش  یازا  و  ، هب 

: مینک یم هبساحم  ار  سامم  طخ  ود  نیب  ۀیواز  تناژنات  لوا ، ماگ  هب  هجوتاب نونکا 

(α, − + ۲α + ۵)α۲(α)y′

y = − + ۲x + ۵ ⇒ = −۲x + ۲ ⇒ (α) = −۲α + ۲x۲ y′ y′

y − (− + ۲α + ۵) = (−۲α + ۲)(x − α)α۲

۹ + − ۲α − ۵ = −۴α + ۴ + ۲ − ۲α ⇒ − ۴α = ۰− →−−−−−
x=۲ , y=۹

α۲ α۲ α۲

⇒ α(α − ۴) = ۰ ⇒ { α = ۰
α − ۴ = ۰ ⇒ α = ۴

α = ۰α = ۴
α = ۰ = −۲(۰) + ۲ = ۲− →−−−−−

=−۲α+۲y′
m۱

α = ۴ = −۲(۴) + ۲ = −۶− →−−−−−
=−۲α+۲y′

m۲

tan θ = = =∣
∣

۲+۶
۱−۱۲
∣
∣

∣
∣

۸
−۱۱
∣
∣

۸
۱۱
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.ریذپ قتشم مه  تسا و  هتسویپ  مه  عبات   رد   ینعی  تسا ؛ دوجوم  فلا ) 
: هاگره تسا  هتسویپ  ۀطقن   رد  عبات  ب )

: هاگره تسا  ریذپ  قتشم ۀطقن   رد  عبات  ج )

(۱)f ′x = ۱f (x)
x = ۱

f (x) = f (x) = f (۱)limx→۱+ limx→۱−

x = ۱
(۱) = (۱)f ′ + f ′ −

؛ مینک هدافتسا  زا 1  رت  کچوک یاه  هب  طوبرم  ۀطباض  زا  دـیاب  ۀبـساحم   یارب  تسا ، هکنیا   هب  هجوتاب
.میبایب ار  ریداقم  و   یریذپ ، قتشم یگتسویپ و  طرش  یسررب  اب  ادتبا  تسا  مزلا  نیاربانب 

: یگتسویپ طرش  یسررب 

ۀطقن  رد  ار  تسار  پچ و  قتـشم  سپـس  هدروآ و  تسد  هب  ار  عبات  قتـشم  ۀطباض  ادتبا  یریذپ ، قتـشم طرـش  یـسررب  یارب 
: میهد یم رارق  یواسم 

: مینک یم هبساحم  ار  رادقم   ۀطبار   رد  یراذگیاج  اب 

: دوش یم ریز  تروص  هب یازا   هب  عبات  ۀطباض  نیاربانب 

۱ − < ۱۲‾√f (۱ − )۲‾√x
ab

a + b
f (x) = (x − ) = ۱ − ۱ = ۰limx→۱+ limx→۱+

۱
x

f (x) = + ax + b = a + b + ۱limx→۱− limx→۱− x
۲

f (۱) = ۰

⎫

⎭
⎬
⎪⎪
⎪⎪
− →−−−−−−−−−−−−−−−−−−

f(x)= f(x)=f(۱)limx→۱+ limx→۱−

+ ۱ = ۰ ⇒ a + b = −۱ (I)
x = ۱

(x) = {f ′
۱ + ; x > ۱۱

x۲

۲x + a ; x < ۱
(۱) = (۱) ⇒ ۱ + ۱ = ۲ + a ⇒ a + ۲ = ۲ ⇒ a = ۰f ′ + f ′ −

Ib
a + b = −۱ ⇒ ۰ + b = −۱ ⇒ b = −۱

x < ۱
x < ۱ : f (x) = − ۱x۲

⇒ f (۱ − ) = − ۱ = ۱ − ۲ + ۲ − ۱ = ۲ − ۲۲‾√ (۱ − )۲‾√ ۲ ۲‾√ ۲‾√
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تروص هب عبات   فیرعت  ۀنماد  هک  دـینک  هجوت  .تسا  و   میناد   یم
: تسا ریز 

gof (x) = g(f (x))(gof (x) = (f (x)) ⋅ (x))′ g′ f ′gof (x)

= {x ∈ | f (x) ∈ }Dgof Df Dg

یفاک ۀـطباض   نpعت  یارب  .میروآ  یم تسد  هب  ار  نآ  قتـشم  هدرک و  نpعت  ار  ۀطباض   ادتبا  لوا ، ماگ  هب  هجوتاب
.میهد رارق  ار  ۀطباض   ریغتم  ، یاج  هب ۀطباض   رد  تسا 

gof (x)g (f (x))
g (x)xf (x)

= (−۱, ۱) , = ℝ ⇒ = (−۱, ۱)Df Dg Dgof

f (x) = , g (x) =x
۱ − x۲‾ ‾‾‾‾‾√

x
۱ + x۲‾ ‾‾‾‾‾√

gof (x) = g (f (x)) = = = = = x ; −۱ < xf(x)

۱+(f(x))۲√

x

۱−x۲√

۱+ x۲
۱−x۲√

x

۱−x۲√

+۱−x۲
۱−x۲

x۲
۱−x۲√

x

۱−x۲√
۱

۱−x۲√

< ۱

⇒ y = gof (x) = x ⇒ (x) (f (x)) = = ۱; −۱ < x < ۱f ′ g′ y′
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: تسا ریز  تروص  هب ۀطقن  و   ود  زا  ارذگ  طخ  ۀلداعم  فلا )

.تسا هطقن  نآ  رد  عبات  قتشم  ربارب  هطقن ، کی  رد  ینحنم  رب  سامم  طخ  بیش  ب )
.دنک یم قدص  ینحنم  طخ و  ۀلداعم  رد  هطقن  نیا  تاصتخم  نیاربانب  تسا  سامم  ینحنم  رب  ۀطقن   رد  طخ  ج )

( , )x۱ y۱( , )x۲ y۲
y − = (x − )y۱

−y۲ y۱
−x۲ x۱

x۱

x = ۳

: میروآ یم تسد  هب  ار  ۀطقن  و   ود  زا  ارذگ  طخ  ۀلداعم  ادتبا 

: میراد لوا  ماگ  زا  تمسق ج  قبط 

.میروآ یم تسد  هب  ار  هدش  هداد دح  لصاح  شور  ود  اب  نونکا  .تسا  لوا   ماگ  زا  تمسق ب  هب  هجوتاب
: لوا شور 

 
: مود شور 

: مینک یم هدافتسا  لاتیپوه  ۀدعاق  زا  ماهبا  عفر  یارب 

A (۱, ۲)B (−۱,۳)
= = = = −mAB

−yB yA
−xB xA

۳−۲
−۱−۱

۱
−۲

۱
۲

y − = (x − ) ⇒ y − ۲ = − (x − ۱) ⇒ y = − x +yA mAB xA
۱
۲

۱
۲

۵
۲

f (۳) = y(۳) = − (۳) + = − + = ۱ ⇒ f (۳) = ۱۱
۲

۵
۲

۳
۲

۵
۲

(۳) =f ′ −۱
۲

= − = − (f (x) + ۵)limx→۳
(x)+۴f(x)−۵f ۲

۳−x limx→۳
(f(x)+۵)(f(x)−۱)

x−۳ limx→۳
(f(x)−f(۳))

x−۳
= − (f (x) + ۵) ( (۳)) = − (f (۳) + ۵) (۳) = −۶ (− ) = ۳limx→۳ f ′ f ′ ۱

۲

= = =limx→۳
(x)+۴f(x)−۵f ۲

۳−x
(۳)+۴f(۳)−۵f ۲

۳−۳
۱+۴−۵
۳−۳

۰
۰

= =limx→۳
(x)+۴f(x)−۵f ۲

۳−x limx→۳
۲ (x)f(x)+۴ (x)f ′ f ′

−۱
۲ (۳)f(۳)+۴ (۳)f ′ f ′

−۱

= = = = ۳۲(− )(۱)+۴(− )۱
۲

۱
۲

−۱
−۱−۲
−۱

−۳
−۱
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: میروآ یم تسد  هب  ار  ۀطباض   ادتبا 

: میراد لاؤس  تروص  تاعلاطا  هب  هجوت  اب 

لماع ترابع   سپ  تسا  نوچ   .میتسه  ور  هب ور ترابع   اب  عبات   ۀطباض  ۀبساحم  رد 
: میراد دوش و  یم ۀطقن   رد  عبات   ۀدنوش  رفص 

(x)f ′

f (x) = x + ۱ + ⇒ (x) = ۱ + ۵ (x)(g (x))۵ f ′ g′ (g (x))۴

⇒ (۰) = ۱ + ۵ (۰)f ′ g′ (g (۰))۴

۱ = ۱ + ۵ (۰) ⇒ ۵ (۰) = ۰ ⇒ (۰) = ۰− →−−−−−−−
(۰)=g(۰)=۱f ′

g′ (۱)۴ g′ g′

(x)f ″(x)g′ (g (x))۴(۰) = ۰g′(x)g′

(x)f ′x = ۰
⇒ (۰) = ۰ + ۵ (۰)f ″ g″ (g (۰))۴

(۰) = ۵ (۰) = ۵ (۰)− →−−−
g(۰)=۱

x=۰
f ″ g″ (۱)۴ g″
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(a, b) ∈ f ⇒ ( )(b) = ⇒ ( ) = x ⇒ f (x) =f −۱ ۱
(a)f ′

f −۱ ۳
۵

۳
۵

= ⇒ = ⇒ = ⇒ x =۳
۵

x
۱ + x۲‾ ‾‾‾‾‾√

۹
۲۵

x۲

۱ + x۲ x۲ ۹
۱۶

۳
۴

(x) = = ⇒ ( ) = =f ′
−۱ + x۲‾ ‾‾‾‾‾√ ۲x۲

۲ ۱+x۲√

۱ + x۲
۱

(۱ + )x۲ ۱ + x۲‾ ‾‾‾‾‾√
f ′

۳
۴

۱
×۲۵

۱۶
۵
۴

۶۴
۱۲۵

( (b) = ⇒ ( ( ) = =f −۱)′ ۱
(a)f ′

f −۱)′ ۳
۵

۱
( )f ′ ۳

۴

۱۲۵
۶۴
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: میراد هاگنآ  تسا ، زا   یعبات  دوخ  هک   یروط هب دشاب  yرگا   = f (u)ux
= (u)y′ u′ f ′

: میراد لوا  ماگ  هب  هجوتاب

: میراد میروآ ، تسد  هب  ار  ۀطباض   تسا  مزلا  ادتبا 

: میروآ یم تسد  هب  ار  ریداقم  و   رادقم  ، ۀبساحم  زا  لبق 

: هبساحم  هب  میسر  یم اسرف ، تقاط تابساحم  نیا  ماجنا  زا  دعب 

.تسا ربارب   لصاح  ،  سپ 

y = f (f (x)) ⇒ = (x) (f (x))y′ f ′ f ′

(x)f ′

f (x) = πx − cos πxsin۲ ۱
۲

⇒ (x) = ۲π cos πx sin πx + sin πx = π (۲ sin πx cos πx) + sin πx = π sinf ′ π
۲

π
۲

۲πx + sin πxπ
۲

( )y′ ۱
۳( )f ′ ۱

۳(f ( ))f ′ ۱
۳

( ) = π sin + sin = π ( ) + ( ) = × = ۳f ′ ۱
۳

۲π
۳

π
۲

π
۳

۳√
۲

π
۲

۳√
۲

۳π
۲

۳√
۲ ۳‾‾√ π

۴

f ( ) = − cos = − ( ) = − = =۱
۳ sin۲ π

۳
۱
۲

π
۳ ( )۳√

۲
۲ ۱

۲
۱
۲

۳
۴

۱
۴

۲
۴

۱
۲

(f ( )) = ( ) = π sin π + sin = ۰ + =f ′ ۱
۳ f ′ ۱

۲
π
۲

π
۲

π
۲

π
۲

( )y′ ۱
۳

( ) = ( ) (f ( )) = ( ) ( ) = (۳ ) ( ) = (۳ )y′ ۱
۳ f ′ ۱

۳ f ′ ۱
۳ f ′ ۱

۳ f ′ ۱
۲ ۳‾‾√ π

۴
π
۲ ۳‾‾√ π۲

۸

( )y′ ۱
۳

π۲

۸۳ ۳‾‾√
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: میراد یتقو   تسا ، حیحص  ءزج  لماش  عبات  ۀطباض  هکنیا  هب  xهجوتاب → (−۳)+
x → ⇒ x > −۳ ⇒ [x] = −۳, |x| = −x(−۳)+
⇒ f (x) = (−۳ + x) = (x − ۳)۹x‾‾‾√۳ ۹x‾‾‾√۳

⇒ (x) = + (x − ۳)f ′ ۹x‾‾‾√۳ ۹
۳ ۸۱x۲√۳

⇒ (−۳) = + (−۶) = −۳ + (−۶) = −۳ − ۲ = −۵f ′ + −۲۷‾ ‾‾‾√۳ ۹
۳ ۷۲۹√۳

۹
۳×۹
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: ینعی تسا  ۀطقن   رد  عبات   قتشم  هدش  هتساوخ دح  قتشم ، فیرعت  fقبط  (x)x = −۱
(−۱) =f ′ limh→۰

f(−۱+h)−f(−۱)
h

نیاربانب تسا ؛ هتسویپ  رد   زین  عبات   دوش و  یم رفص  ربارب  ترابع   یازا   هب 
عبات  رد  هتفرگ ، قتـشم  ترابع  )  ) هدنوش رفـص لماع  زا  تسا  یفاک  ۀطقن  ، رد  قتشم  ۀبـساحم  یارب 

: میروآ تسد  هب  یازا   هب  ار  نآ  رادقم  تیاهنرد  مینک و  برض 

x = −۱( − x − ۲)x۲g(x) = − ۷xx۲‾ ‾‾‾‾‾‾√۳x = −۱
x = −۱( − x − ۲)x۲g(x)

x = −۱
x = −۱ : (x) = (۲x − ۱) ⇒ (−۱) = (−۲ − ۱)f ′ − ۷xx۲‾ ‾‾‾‾‾‾√۳ f ′ − ۷ (−۱)(−۱)۲‾ ‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾√۳

= (−۳) = −۳ × ۲ = −۶۸‾‾√۳
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.دشاب هتشاد  فعاضم  ۀشیر  هدمآ  تسد هب ۀلداعم  دیاب  میهد ، یم رارق  یواسم  ار  عبات  ود  ۀلداعم 

.دشاب هک   دراد  فعاضم  ۀشیر  یتروص  رد  ود  هجرد ۀلداعم  میناد  یم
f (x) = g (x) ⇒ a + ۴x = + ۱ ⇒ (a − ۱) + ۴x − ۱ = ۰x۲ x۲ x۲

Δ = ۰

− ۴ (a − ۱) (−۱) = ۰ ⇒ ۱۶ + ۴ (a − ۱) = ۰ ⇒ ۴ (a − ۱) = −۱۶−→−−
Δ=۰ ۴۲

⇒ a − ۱ = −۴ ⇒ a = −۳

31/31وتینرل 1397



؟1 تسا مادک  عبات   رادقم  نیرتمک  دشاب ، fرگا   (x) = max{ , |x − |}x۲ ۳
۴f (x)

(2 (1
(4 (3

۱
۴

۱
۳

۴
۹

۱
۲

؟2 تسا مادک  ثلثم  نیا  تحاسم  دنتسه ، یثلثم  سأر  هس  عبات   رادومن  یور  رب  ینارحب  fطاقن  (x) = (x − ۱)| + x − ۲|x۲

4/5 (2 4 (1
8 (4 6 (3

؟3 تسا مادک  دوخ ، ۀنماد  یور  رب  ۀطباض   اب  عبات  ینارحب  طاقن  fدادعت  (x) = ۱+x۲√
x

1 (2 رفص (1
رامش یب (4 2 (3

؟4 تسا مادک  ۀطباض   اب  عبات  fدرب  (x) = (x + |x|) ۲−x
x

‾ ‾‾‾√
(2 (1
(4 (3

(۰, ۱][۰, ۲]
[۱, ۲](۱, ۳)

تسا5 هناخدور  نآ  فرط  کی  هک  یلیطتسم  لکـش  هب  رتم و  لوط 88  هب  بانط  کی  طسوت  ناوت  یم هک  ینیمز  زا  تحاـسم  نیرتشیب 
؟ تسا عبرم  رتم  دنچ  دومن  روصحم 

968 (2 958 (1
988 (4 978 (3

؟6 تسا هزاب  مادک  رد  دشاب ، لااب  هبور ۀطباض   اب  عبات  رادومن  رعقت  هک  یطاقن  fهعومجم  (x) = + ۲ cos x ; ۰ ≤ x ≤ ۲πx۲ ۲‾√

(2 (1
(4 (3

(۰, )۳π
۴( , )π

۴
۳π
۴

( , )π
۴

۷π
۴( , )۳π

۴
۵π
۴

؟7 تسا هنوگچ  قتشم  نیا  اًمازلا  .دراد  تسار  قتشم  تسا و  ممینیم  یاراد  ۀطقن   رد  fcعبات  

یفنم (2 تبثم (1
تبثمان (4 یفنمان (3

هياپ تايضاير  ليسنارفيد و  يدنب  عمج  يزرواشکسرد : سدنهم  ریبد :
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رارق8 ۀزاب   رد  ۀطباض  ، اب  عبات  یبسن  ممرتسکا  طاقن  زا  یکی  لوط  ریداقم  ، هعومجم  مادک  یازا  هب 
؟ دریگ یم

af (x) = + a − ۸xx۳ x۲(۱, ۴)

(2 (1
(4 (3

−۳ < a < ۱/۵−۳ < a < ۲/۵
−۵ < a < ۱/۵−۵ < a < ۲/۵

؟9 دراد ار  عضو  مادک  یبسن  ممرتسکا  رظن  زا  ۀطباض   اب  fعبات  (x) = − ۶ + ۸xx۴ x۲

یبسن ممیسکام  (2 یبسن ممینیم  (1
یبسن ممرتسکا  دقاف  (4 یبسن ممیسکام  یبسن و  ممینیم  (3

تعرس10 دبای ، شیازفا  تباث 0/05  تعرس  اب  ۀفلؤم   رگا  .دوش  یم رود  تاصتخم  أدـبم  زا  ینحنم   یور  رب  ۀطقن  
؟ تسا مادک  اًبیرقت  ۀظحل   رد  تاصتخم  أدبم  زا  ۀلصاف   شیازفا 

M(x, y)y = x۲x
Mx = ۱۲

۵

0/21 (2 0/18 (1
0/26 (4 0/24 (3

نابدرن11 یاپ  یتقو  دوش ، کیدزن  نیمز  هب  هیناث  رب  رتم  تعرس 0/5  اب  نابدرن  یاهتنا  رگا  .دراد  هیکت  یراوید  هب  رتم  لوط 10  هب  ینابدرن 
؟ دوش یم رود  راوید  زا  هیناث  رب  رتمدنچ  تعرس  اب  تسا ، راوید  یرتم  ۀلصاف 6  رد 

(2 (1
(4 (3

۱
۲

۲
۳

۳
۴

۳
۵

؟12 تسا مادک  بترم   ییاتود  .دشاب  یم ۀطباض   اب  عبات  رادومن  ریز  fلکش  (x) = ax + + bx + ۵x۲‾ ‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾√(a, b)

(1
(2
(3
(4

(−۱, −۴)
(−۱, ۴)
(۱, − ۴)

(۱, ۴)

؟13 تسا مادک  .دشاب   یم عبات   رادومن  زا  یتمسق  ریز  fلکش  (x) = a cos ۴x + b sin ۲xb

(1
(2
(3
(4

۲
−۲
۳‾‾√

− ۳‾‾√

: یگداوناخ مان  مان و 
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؟14 تسا مادک  ربارب  .دشاب   یم عبات   رادومن  ریز  yلکش  = Utan−۱U(x)

(1
(2
(3
(4

۱−x
۱+x
۱+x
۱−x
x+۱
x−۱
x−۱
x+۱

؟15 تسا تروص  مادک  هب  ۀطباض   دشاب ، یم عبات   رادومن  ریز ، yلکش  = (U(x))tan−۱U(x)

(1
(2
(3
(4

۱+x
۱−x
۱−x
۱+x
x+۱
x−۱
x−۱
x+۱

؟16 تسا نtاپ  هبور نآ  رعقت  یلوزن و  هزاب ، مادک  رد  yرادومن  ، = x ln |x|

(2 (1
(4 (3

(−۱, − )۱
e(− , ۰)۱

e

(۰, )۱
e( , ۱)۱

e

ۀیواز 17 شهاک  تعرس  .دوش  یم رود   A ۀطقن زا  هیناث  رد  دحاو  تباث 0/2  تعرس  اب  رطق  ، هب  یا  هریاد مین یور  رب   M ۀطقن
تسا  ؟ مادک  دشاب ، رتو   هک  یا  هظحل رد  ، 

AB = ۱۰
M B = θAMA = ۶

0/025 (1
0/040 (2

0/045 (3
0/050 (4

: یگداوناخ مان  مان و 
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؟18 تسا مادک   b دشاب. یم ۀطباض   اب  عبات  رادومن  ریز ، fلکش  (x) = − + a + bxx۴ x۳ x۲

(1
(2
(3
(4

−۱۱
−۱۰
−۹
−۸

طخ19 یور  رب   M ۀطقن .دنا  ضورفم تاصتخم  یاهروحم  ۀحفـص  رد  ۀـلداعم   هب  طخ  و  و  ۀطقن   ود 
؟ دشاب هتشاد  ار  رادقم  نیرتشیب  ضورفم ، ۀطقن  ود  زا  نآ  لصاوف  لضافت  هک  یروط هب دوش  باختنا  لوط  مادک  اب  ضورفم ؛

A(۲, ۳)B(۴, ۷)y = x − ۱

رفص (2 (1
3 (4 1 (3

−۱

؟20 تسا نtاپ  هبور نآ  رادومن  رعقت  یدوعص و  ۀطباض  ، اب  عبات  هزاب  مادک  fرد  (x) = ex−۲x۲

(2 (1
(4 (3

(−∞, )۱
۴(− , )۱

۴
۱
۴

(− , )۱
۴

۳
۴( , )۱

۴
۳
۴

؟21 تسا تروص  مادک  هب  رادومن   .دشاب  یم عبات   رادومن  ریز ، yلکش  = f (x)(x)f ′

(1

(2

(3

(4

: یگداوناخ مان  مان و 
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؟22 تسا مادک   a دشاب. یم عبات   رادومن  زا  یتمسق  ریز ، fلکش  (x) = a sin x−cos x
b+cos ۲x

(1
1 (2

(3
2 (4

− ۲‾√

۲‾√

؟23 تسا مادک  ۀطباض  ، اب  عبات  یبسن  ممیزکام  ۀطقن  yلوط  = (x − ۱)۲ x۲‾‾‾√۳

(2 (1
(4 (3

۱
۴

۱
۳

۱
۲

۲
۳

دحاو24 ربارب 10  تباث و  نآ  رتو  لوط  رگا  .دبای  یم شهاک  هیناث  رب  نایدار  تباث   تعرس  اب  هیوازلا  مئاق ثلثم  کی  ۀداح  ۀیواز  ۀزادنا 
؟ تسا مادک  هیوازلا ، مئاق ثلثم  تحاسم  ر{غت  تعرس  دسرب  هب   هدّاح  ۀیواز  کی  ۀزادنا  یتقو  دشاب ،

۱
۲۰

π
۶

1/25 (2 1 (1
1/75 (4 1/5 (3

رایتخا25 مئاق  یاپ  زا  هلصاف  مادک  اب  یقفا ، روحم  یور  رب   M ۀطقن .دنراد  رارق  مئاق  روحم  یور  رب  یاه 5 و 8  یدنلب هب   B و A ۀطقن ود 
؟ دشاب نکمم  رادقم  نیرتشیب   AMB ۀیواز ات  دوش 

(1
6 (2

(3
7 (4

۳ ۲‾√

۲ ۱۰‾‾√

؟26 تسا نtاپ  هبور نآ  رعقت  یدوعص و  هزاب  مادک  رد  ۀطباض  ، اب  عبات  fرادومن  (x) = x − ۲ sin x ; x ∈ [۰, ۲π]sin۲

(2 (1
(4 (3

( , )۷π
۶

۳π
۲( , )۳π

۲
۱۱π
۶

( , )π
۲

۵π
۶( , )π

۲
۷π
۶

؟27 دوش یم فرصم  سنج  رادقم  نیرتمک  عافترا ، مادک  اب  مجح  ، هب  مئاق  طورخم  لکش  هب  فیق  کی  تخاس  πرد 
۳

1 (2 (1
(4 (3

۲√
۲
۲‾√۳۲‾√

: یگداوناخ مان  مان و 
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؟28 تسا تروص  مادک  هب  رادومن   .دشاب  یم عبات   رادومن  ریز ، yلکش  = f (x)(x)f ′

(1

(2

(3

(4

29
؟ تسا مادک   a دشاب. یم بوانت  ۀرود  کی  رد  ۀطباض  ، اب  عبات  رادومن  ریز  fلکش  (x) = a sin ۲x + b

sin x + cos x

(1
1 (2

(3
2 (4

−۱

۲‾√

؟30 تسا مادک  ۀلداعم  ، هب  ینحنم  فطع  طاقن  لوط  yهعومجم  = x| − ۴x|x۲

(2 (1
(4 (3

{ }۴
۳{۰, , ۴}۴

۳
{ , ۴}۴

۳{۰, }۴
۳

؟31 تسا مادک  ددع   دشاب ، یم ۀطباض   اب  عبات  رادومن  ریز ، fلکش  (x) = +ax۳ x۲

+bx+cx۲(bc − a)

-2 (1
-1 (2
1 (3
2 (4

: یگداوناخ مان  مان و 
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؟32 تسا مادک  رادقم   ممینیم  دشاب ، ریغتم  تباث و   aرگا  و  > ۰x۳a+x

xa۳√۴

(2 (1
4 (4 3 (3

۴a۳a

؟33 تسا مادک  بترم   ییاتود  .دشاب  یم عبات   رادومن  ریز  fلکش  (x) = a +bx+۲x۲

+۱x۲(a, b)

(1
(2
(3
(4

(۱, −۲)
(۱, ۲)

(۲, −۴)
(۲, ۴)

؟34 تسا مادک  لارگتنا  ، ∫dxلصاح  ۴
۰ ( − ۲x)x۲ ۲‾ ‾‾‾‾‾‾‾‾‾√

(2 (1
9 (4 8 (3

۱۶
۳

۲۰
۳

؟35 تسا ربارب  هدز ، هیاس ۀیحان  ود  تحاسم  ، C رادقم مادک  یازا  هب  عبات   رادومن  هب  fهجوتاب (x) = ۱
x

(1
(2
(3
(4

۳
ln ۴
۳

ln ۳
۳

ln ۲
۴

ln ۳

؟36 تسا مادک   a تسا. ربارب   ۀزاب   رب  عبات  ، fنیگنایم  (x) = +۴x۲

x۲[۲, a]۵
۴

(2 (1
(4 (3

۶۷
۵ ۲‾√۸

: یگداوناخ مان  مان و 
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37
تسا   ؟ مادک  ∫لصاح  ،

۲π
۳

۰
dx

۱ + cos x

(2 (1
(4 (3

۲ − ۳‾‾√− ۱۳‾‾√
π
۳۳‾‾√

؟38 تسا مادک  لارگتنا  ، ∫dxلصاح  ۲
۰

−[x]x۲

x+۱

(2 (1
(4 (3

ln ۲۱ − ln ۲
+ ln ۲۱

۲۱ + ln ۲

؟39 تسا مادک  −لصاح   ۲ dx∫ ۹
۰ ∣∣ x√ ∣∣

(2 رفص (1
(4 4 (3

۸
۳
۱۶
۳

؟40 تسا مادک  ینعی   لااب  عومجم  نیعم ، لارگتنا  یسررب  رد  باختنا  ، اب  ۀزاب   یور  عبات  ، fیارب  (x) = x
۱+x[۰, ۲]n = ۴U۴

1/02 (2 0/95 (1
1/08 (4 1/05 (3

؟41 تسا مادک  لارگتنا  ، )لصاح  )dx∫ ۴
۱ (۱ + − ۴x√ )۲ x√

‾ ‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾√
(2 (1
(4 (3

۴
۳

۵
۳

۷
۳

۸
۳

42

مادک یارب   ۀزاب   رد  لـصاح   .تسا  ضورفم  ۀطباض   اب  عبات  

؟ تسا

ff (x) =
⎧

⎩
⎨⎪⎪

۲ ; ایوگ x

−۳ ; گنگ x
(f ) − (f )Un Ln[۰, ۱]n = ۱۰

2 (2 (1
5 (4 (3

−۱
−۳

؟43 تسا مادک  نآ  رب  عقاو  ۀطقن   رد  ینحنم   رب  مئاق  طخ  ۀلداعم  fرگا  ، (x) = dt∫ ۲x
۲

t+۱
ty = f (x)x = ۱

(2 (1
(4 (3

x − ۲y = ۱x + ۲y = ۱
x + ۳y = ۱x − ۳y = ۱

: یگداوناخ مان  مان و 
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؟44 تسا مادک  عبات   هاگنآ  ∫رگا  و  ، sin x(۱ + )dx = + c۱
xcos۲

f(x)
cos xx ≠ kπ

۲f (x)

(2 (1
(4 (3

xsin۲sin ۲x
۱ + xcos۲۱ + xsin۲

؟45 تسا مادک  ۀلداعم  ، هب  طخ  عبات  و  رادومن  هب  دودحم  ۀیحان  yتحاسم  = |x|x۲y = ۸
18 (2 16 (1
24 (4 22 (3

مادک46 و   تلاداعم   هب  طخ  ود  اـه و  روحم  ۀطباض  و  اب  عبات  ینحنم  هب  دودحم  ۀـیحان  تحاسم 
؟ تسا

y = ۱+sin x
xcos۲xx = − π

۳x = π
۳

(2 (1
(4 (3

− ۱۳‾‾√۲ − ۲۳‾‾√
+ ۱۳‾‾√۲ ۳‾‾√

ۀطقن 47 زا  عبات  نیا  ینحنم  رگا  .تسا  ربارب   نآ  رب  عقاو  ۀطقن   ره  رد  ینحنم  ، رب  سامم  طخ  بیش 

؟ تسا مادک  نآ  یقفا  بناجم  طخ  ۀلداعم  درذگب ،

y = f (x)M(x, y)۳
(x−۱)۲

(۲, ۱)

(2 (1
(4 (3

y = −۳y = ۲
y = ۳y = ۴

؟48 تسا مادک  یرس   ∑عومجم 
k=۱

∞ −۸k ۵k+۱

۱۰k

-1 (2 -2 (1
2 (4 1 (3

؟49 تسا مادک  ۀزاب   رد  اه  روحم  یلااب  ینحنم  و  ریز  yتحاسم  = ۱
x xsin۲ cos۲x[ , ]π

۱۲
π
۴

(2 (1
(4 (3

۳‾‾√۴ − ۳‾‾√
۲ − ۱۳‾‾√۲ ۳‾‾√

؟50 تسا مادک  ریداقم   ۀعومجم  تسا ، ربارب   ۀزاب   رد  ۀطباض   اب  عبات  طسوتم  fرادقم  (x) = − ۱∣∣x۲ ∣∣[−۲, ۲]f (c)c

(2 (1
(4 (3

{− , }۲‾√ ۲‾√{− , }۳‾‾√ ۳‾‾√
{− , ۰, }۲‾√ ۲‾√{− , ۰, }۳‾‾√ ۳‾‾√

: یگداوناخ مان  مان و 
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هنیزگ 1 1

ار نآ  رادقم  نیرتمک  صخشم و  ار  عبات   رادومن  عبات  و   ود  رادومن  مسر  اب 
.میروآ یم تسد  هب  ار  اه  نآ یقلات  لحم  ادتبا  عبات  ود  رادومن  قیقد  مسر  یارب  .مینک  یم ن*عت 

: دیآ یم تسد  هب  یازا   هب  عبات   رادقم  نیرتمک 

y = x۲y = |x − |۳
۴f (x) = max{ , |x − |}x۲ ۳

۴

= |x − |x۲ ۳
۴

x ≥ ⇒ x − ≥ ۰ ⇒ |x − | = x −۳
۴

۳
۴

۳
۴

۳
۴

= x − ⇒ − x + = ۰ درادن −هشیر  →−−−−−
=|x− |x۲ ۳

۴
x۲ ۳

۴ x۲ ۳
۴ −→−−

Δ<۰

x < ⇒ x − < ۰ ⇒ |x − | = −(x − ) = − x۳
۴

۳
۴

۳
۴

۳
۴

۳
۴

= − x ⇒ + x − = ۰ ۴ + ۴x − ۳ = ۰− →−−−−−
=|x− |x۲ ۳

۴
x۲ ۳

۴ x۲ ۳
۴ −→−

×۴
x۲

⇒
⎧

⎩
⎨⎪⎪

= = =x۱
−۴+ ۶۴√

۸
۴
۸

۱
۲

= = − = −x۲
−۴− ۶۴√

۸
۱۲
۸

۳
۲

f (x)x = ۱
۲

min f = f ( ) = =۱
۲ ( )۱

۲
۲ ۱

۴

هياپ تايضاير  ليسنارفيد و  يدنب  عمج  يزرواشکسرد : سدنهم  ریبد :
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هنیزگ 3 2

: لوا ماگ 
.دشاب هدشن  فیرعت طاقن  نآ  رد  ای  دشاب و  رفص  ربارب  هک   تسا  نآ  فیرعت  ۀنماد  زا  یطاقن  عبات  ، ینارحب  طاقن 

: مود ماگ 
: میراد مینک ، یم رت  هداس ار  عبات  ۀطباض  یقلطم  ، ردق  ترابع  تملاع  ن*عت  اب  ادتبا 

: تشون ناوت  یم سپ  دنتسه  قلطم  ردق  نورد  ترابع  یاه  هشیر  و  

: اب تسا  ربارب  ۀطباض   سپ  تسا  هتسویپ  طاقن  و   رد  عبات 

: میروآ یم تسد  هب  ار  ۀلداعم   یاه  هشیر نونکا 

هچ رد  مینک   یم یـسررب  .تسا  عبات   ینارحب  ۀـطقن  زین  سپ   تـسا  هکنیا   هب  هجوتاب
: میراد .تسا  هدشن  فیرعت یطاقن 

: اب تسا  ربارب  ثلثم   تحاسم  .تسا  ینارحب  ، و   ۀطقن  هس  یاراد  عبات   نیاربانب 

f (x)(x)f ′

| + x − ۲|x۲

f (x) = (x − ۱)| + x − ۲| = (x − ۱)|(x + ۲)(x − ۱)|x۲

x = −۲x = ۱

f (x) =
⎧

⎩
⎨⎪⎪

(x + ۲) ; x ≥ ۱ ای x ≤ −۲(x − ۱)۲

− (x + ۲) ; −۲ < x < ۱(x − ۱)۲
x = −۲x = ۱(x)f ′

(x) = {f ′
(x − ۱)(۳x + ۳) ; x > ۱ ای x < −۲
−(x − ۱)(۳x + ۳) ; −۲ < x < ۱

(x) = ۰f ′

(x) = ۰ ⇒f ′

⎧

⎩
⎨
⎪⎪
⎪⎪

x > ۱ , x < −۲ : (x − ۱)(۳x + ۳) = ۰ ⇒ { xغ ق ق = ۱
x = −۱

−۲ < x < ۱ : −(x − ۱)(۳x + ۳) = ۰ ⇒ { x = ۱
x = −۱

(۱) = (۱) = ۰f ′ − f ′ +x = ۱f (x)(x)f ′

} ⇒ (−۲) ≠ (−۲) ⇒ (−۲) درادن (۲−)دوجو  = −(−۲ − ۱)(−۳) = −۹f ′ +
(−۲) = (−۲ − ۱)(−۳) = ۹f ′ −

f ′ + f ′ − f ′

f (x)A(۱, ۰)B(−۱, −۴)C(−۲, ۰)ABC
Δ

= BH × AC = × ۴ × ۳ = = ۶S
ABC

Δ
۱
۲

۱
۲

۱۲
۲
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هنیزگ 1 3

: لوا ماگ 
.دشابن دوجوم  ای   دشاب  هک   تسا  عبات  نیا  فیرعت  ۀنماد  زا  یطاقن  عبات  ، ینارحب  طاقن 

: مود ماگ 
: مینک یم ن*عت  ار  عبات   فیرعت  ۀنماد  ادتبا 

: میروآ یم تسد  هب  ار  ۀطباض   لاح 

عبات  فیرعت  ۀـنماد  وضع  اما   تسا  هدشن  فیرعت یازا   هب  طقف  نینچمه   .درادن  باوج  ۀلداعم  
رفـص ربارب  نآ  فیرعت  ۀنماد  یور  رب  عبات   ینارحب  طاقن  دادـعت  نیارباـنب  دوش ، یمن بوسحم  ینارحب  ۀـطقن  سپ  تسین   

.تسا

f (x)(x) = ۰f ′(x)f ′

f (x)

f (x) = ⇒ { ⇒ = ℝ − {۰}۱+x۲√
x

۱ + ≥ ۰ ⇒ ≥ −۱x۲ x۲

x ≠ ۰ Df

(x)f ′

(x) = = = −f ′
−۲x۲

۲ ۱+x۲√
۱+x۲√

x۲

−۱−x۲ x۲

۱+x۲√
x۲

۱
x۲ ۱+x۲√

(x) = ۰f ′(x)f ′x = ۰x = ۰
f (x)f (x)

هنیزگ 2 4

: لوا ماگ 
نیا قلطم  ممینیم  ممیسکام و  نایم  ریداقم   .تسا  نآ  فیرعت  ۀنماد  یور  رب  ریداقم   ر*غت  ۀدودحم  نامه  عبات   درب 

.دنک یم ر*غت  عبات 
: مود ماگ 

: میروآ یم تسد  هب  ار  عبات   فیرعت  ۀنماد  ادتبا 

: درک هداس  نینچ  ناوت  یم ار  عبات   ۀطباض  سپ  تسا  یازا  ،  هب 

.درب لاکیدار  ریز  ار  نآ  مود  ناوت  ناوت  یم سپ  تسا  نوچ   )*( 
رادقم هتفای و  ار  عبات  ینارحب  طاقن  ادـتبا  قلطم  ، ممینیم  ممیـسکام و  نتفای  یارب  .تسا  هتـسویپ  شا  هنماد یور  رب  عبات  

هب ار  ۀـلداعم   یاه  هشیر عبات  و  ۀطباض  .مینک  یم هبـساحم  ۀـطقن   رد  نینچمه  طاقن و  نیا  رد  ار  عباـت 
.میروآ یم تسد 

.تسا ۀزاب   عبات   درب  نیاربانب 

f (x)f (x)f (x)

f (x)

f (x) = (x + |x|) : ≥ ۰ ⇒ ۰ < x ≤ ۲ ⇒ = (۰, ۲]۲−x
x
‾ ‾‾‾√ ۲−x

x Df

۰ < x ≤ ۲|x| = xf (x)

f (x) = (x + |x|) = (x + x) = ۲x ۲ = ۲۲−x
x
‾ ‾‾‾√ ۲−x

x
‾ ‾‾‾√ ۲−x

x
‾ ‾‾‾√ =(∗) (۲−x)x۲

x
‾ ‾‾‾‾‾√ ۲x − x۲‾ ‾‾‾‾‾‾√

x > ۰
f (x)f (x)

x = ۲(x)f ′(x) = ۰f ′

f (x) = ۲ ⇒ (x) =۲x − x۲‾ ‾‾‾‾‾‾√ f ′ ۲−۲x
۲x−x۲√

(x) = ۰ ⇒ ۲ − ۲x = ۰ ⇒ ۲x = ۲ ⇒ x = ۱f ′

f (۱) = ۲ = ۲۲ − ۱‾ ‾‾‾‾√
f (۲) = ۲ = ۰۴ − ۴‾ ‾‾‾‾√

f (x)[۰, ۲]
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هنیزگ 2 5

: میراد هاگنآ  میمانب   x و y بیترت هب  ار  نیمز  ضرع  لوط و  رگا 

: مینک یم فیرعت  سپ  تسا  نآ  ضرع  رد  لوط  برض  لصاح اب  ربارب  لیطتسم  تحاسم 

: مینک یم لح  ار  ۀلداعم   تحاسم ، نیرتشیب  ۀبساحم  یارب 

: نیاربانب

y + ۲x = ۸۸ ⇒ y = ۸۸ − ۲x

S = xy = x(۸۸ − ۲x) = ۸۸x − ۲x۲

= ۰S′ x
= ۸۸ − ۴x ⇒ = ۰ ⇒ ۴x = ۸۸ ⇒ x = ۲۲ , y = ۸۸ − ۴۴ = ۴۴S′ x S′ x

= xy = ۲۲ × ۴۴ = ۹۶۸Smax

هنیزگ 3 6

: لوا ماگ 
هزاب کی  یور  عبات  ینحنم  رعقت  .درک  صخـشم  عبات  نیا  مود  قتـشم  تمـلاع  ن*عت  اـب  ناوت  یم ار  عباـت  کـی  ینحنم  رعقت  تهج 

.دشاب هاگره   تسا  نrاپ  هبور دشاب و  هاگره   تسا  لااب  هبور
: مود ماگ 

: مینک یم هبساحم  ار  عبات   مود  قتشم  ادتبا 

: مینک یم ن*عت  ۀزاب   یور  ار  ۀلداعمان   باوج  هعومجم  لوا ، ماگ  هب  هجوتاب نونکا 

: میراد ۀطبار   هب  هجوتاب سپ  تسا  ره  ،  یازا  هب  میناد  یم

و  ۀزاـب   ود  یتاـثلثم و  موـس  مود و  ۀـیحان  ود  دـننک ، یم قدــص  ۀـطبار   رد  هـک  ، x زا یریداـقم  هعوـمجم 
.تسا لااب  هبور ۀزاب   رد  ینحنم   رعقت  نیاربانب  دنتسه ؛ یتاثلثم  مراهچ  لوا و  ۀیحان  رد  بیترت  هب   

(x) > ۰f ″(x) < ۰f ″

f (x)
f (x) = + ۲ cos x ⇒ (x) = ۲x − ۲ sin x ⇒ (x) = ۲ − ۲ cos xx۲ ۲‾√ f ′ ۲‾√ f ″ ۲‾√

(x) > ۰f ″[۰, ۲π]
(x) > ۰ ⇒ ۲ − ۲ cos x > ۰ ⇒ ۲ cos x < ۲ ⇒ cos x < (I)f ″ ۲‾√ ۲‾√ ۲√

۲
x ∈ ℝ−۱ ≤ cos x ≤ ۱(I)

−۱ ≤ cos x ≤ (II)۲√
۲

(II)≤ x ≤π
۴

π
۲

≤ x ≤۳π
۲

۷π
۴f (x)( , )π

۴
۷π
۴
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هنیزگ 3 7

ۀـطقن  .تسا  هدـش  فیرعت  هطقن  نیا  تسار  یگیاسمه  رد  اًمتح  سپ  دراد  تسار  قتـشم  ۀطقن   رد  عبات   هکنیا  هب  هجوتاب
: میراد هطقن  نیا  تسار  یگیاسمه  وضع  ره   یازا  هب  نیاربانب  تسا ؛ عبات   یبسن  ممینیم   

: میراد ۀطقن   رد  تسار  قتشم  فیرعت  قبط 

.تسا یفنمان  اًمازلا  ۀطقن   رد  عبات   تسار  قتشم  نیاربانب 

fx = c
x = cfx

{ ⇒ { (∗)x > c
f (x) ≥ f (c)

x − c > ۰
f (x) − f (c) ≥ ۰

x = c

(c) = (c) ≥ ۰f ′ + limx→c+
f(x)−f(c)

x−c −→−
(∗)

f ′ +
fx = c

هنیزگ 4 8

ۀلداعم  تسا  یفاک  عبات ، نیا  ممرتسکا  طاقن  نتفای  یارب  .تسا  هتـسویپ  ۀزاب   یور  هلمجزا  یور  و  یا   هلمجدنچ عبات 
رارقرب ۀطبار   هک  یتروصرد تشاد  دهاوخ  هشیر  ۀزاب   یور  هلداعم  نیا  میناد  یم .مینک  لـح  ار   

: میراد نیاربانب  دشاب ؛

f (x)ℝ(۱, ۴)
(x) = ۰f ′(۱, ۴)(۱) (۴) < ۰f ′ f ′

f (x) = + a − ۸x ⇒ (x) = ۳ + ۲ax − ۸x۳ x۲ f ′ x۲

{ ۸(a + ۵)(۲a − ۵) < ۰(۱) = ۳ + ۲a − ۸ = ۲a − ۵f ′

(۴) = ۴۸ + ۸a − ۸ = ۸a + ۴۰f ′
− →−−−−−−
(۱) (۴)<۰f ′ f ′

⇒ −۵ < a < ۲/۵

هنیزگ 1 9

.مینک یم هدافتسا  لوا  قتشم  نومزآ  زا  اه  نآ عون  عبات  و  یبسن  یاه  ممرتسکا ن*عت  یارب 
.مینک یم ن*عت  ار  عبات  ینارحب  طاقن  ۀلداعم  ، لح  اب  هتفرگ و  قتشم  عبات   زا  ادتبا 

.مینک یم صخشم  ار  عبات   یبسن  یاه  ممرتسکا تملاع  ، ن*عت  اب  نونکا 

زا دعب  لبق و  تملاع   اریز  دشاب  یم ۀطقن   رد  یبسن  ممینیم  ۀطقن  کی  یاراد  طقف  عبات   قوف ، لودج  هب  هجوتاب
ر*غت هطقن  نیا  زا  دعب  لبق و  نوچ   اما  تسا  ۀلداعم   ۀشیر  هک   دینک  تقد  .تسا  هدش  ضوع  هطقن  نیا 

.دوش یمن بوسحم  عبات  یبسن  ممرتسکا  هطقن  نیا  سپ  هدادن  تملاع 

f (x)
f (x)(x) = ۰f ′

f (x) = − ۶ + ۸x ⇒ (x) = ۴ − ۱۲x + ۸x۴ x۲ f ′ x۳

(x) = ۰ ⇒ ۴( − ۳x + ۲) = ۰ ⇒ ۴(x − ۱)( + x − ۲) = ۰f ′ x۳ x۲

⇒ ۴(x − ۱)(x + ۲)(x − ۱) = ۰ ⇒ ۴ (x + ۲) = ۰(x − ۱)۲

⇒ { x − ۱ = ۰ ⇒ x = ۱
x + ۲ = ۰ ⇒ x = −۲

(x)f ′f (x)

f (x)x = −۲(x)f ′

x = ۱(x) = ۰f ′(x)f ′
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هنیزگ 3

لوا ماگ 

مود ماگ 

10

اب : تسا  ربارب  تاصتخم  أدبم  زا  ۀطقن   ,M(xۀلصاف  y)F = +x۲ y۲‾ ‾‾‾‾‾‾√

ماگ هب  هجوتاب .تفرگ  رظن  رد  تروص   هب ار  هطقن  نیا  تاـصتخم  ناوت  یم سپ  دراد  رارق  ینحنم   یور  ۀطقن  
: تشون ناوت  یم لوا 

هب ار  تاصتخم  أدبم  زا  ۀلصاف   شیازفا  تعرس  تسا ، هکنیا  هب  هجوتاب نامز و  هب  تبسن  لااب  ۀطبار  زا  یریگ  قتشم اب 
: میروآ یم تسد 

My = x۲M(x, )x۲

F = =+x۲ y۲‾ ‾‾‾‾‾‾√ +x۲ x۴‾ ‾‾‾‾‾‾√
= ۰/۰۵dx

dtM

= = =dF
dt

۲x +۴dx
dt x۳ dx

dt

۲ +x۲ x۴√
۲x (۱+۲ )dx

dt x۲

۲x ۱+x۲√
(۱+۲ )dx

dt x۲

۱+x۲√

= = = ≃ ۰/۲۴− →−−−−
x= ۱۲

۵

=۰/۰۵dx
dt dF

dt

۰/۰۵(۱+۲ )( )۱۲
۵

۲

۱+( )۱۲
۵

۲
√

۰/۰۵(۱+ )۲۸۸
۲۵

۱۶۹
۲۵√

۳/۱۳
۱۳

هنیزگ 2 11

میراد : نیاربانب  دنک ؛ یم تکرح  تسار  تمس  هب نابدرن  یاپ  نیمز ، حطس  هب  نابدرن  یاهتنا  ندش  کیدزن  اب 
: تشون ناوت  یم سروغاثیف  ۀطبار  زا  هدافتسا  اب 

.میروآ یم تسد  هب  ار  راوید  زا  نابدرن  یاپ  ندش  رود  تعرس  ۀطبار  ، زا  نامز  هب  تبسن  یریگ  قتشم اب 

= −۰/۵dy
dt

+ = ⇒ + = ⇒ = ۱۰۰ − ۳۶ = ۶۴ y = ۸mx۲ y۲ l۲ ۶۲ y۲ ۱۰۲ y۲ −→−
y>۰

+ = ۱۰۰x۲ y۲

+ = ۱۰۰ ⇒ ۲x + ۲y = ۰x۲ y۲ dx
dt

dy
dt

۱۲ + ۱۶(−۰/۵) = ۰ ⇒ ۱۲ = ۸ ⇒ = = m/s− →−−−−−
x=۶,y=۸

=−۰/۵dy
dt dx

dt
dx
dt

dx
dt

۸
۱۲

۲
۳
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هنیزگ 2 12

: میراد تسا و  عبات  یقفا  بناجم  طخ   لکش ، هب  هجوتاب

: میراد یلاکیدار  یاه  یزرا مه زا  هدافتسا  اب 

: نیاربانب

y = ۲
f (x) = ۲limx→+∞

|x + | x ++ bx + ۵x۲‾ ‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾√ ∼  
x→+∞

b
۲ =

x→+∞
b
۲

f (x) = ax + = ax + x + =limx→+∞ limx→+∞ + bx + ۵x۲‾ ‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾√ limx→+∞ b
۲ limx→+∞

(a + ۱)x + b
۲

⇒ (a, b) = (−۱, ۴)− →−−−−−−−−−
f(x)=۲limx→+∞

⎧

⎩
⎨⎪⎪

a + ۱ = ۰ ⇒ a = −۱
= ۲ ⇒ b = ۴b

۲

7/28وتینرل 1397



هنیزگ 1 13

میراد : سپ  تسا ؛ یقفا  سامم  یاراد  لوط   اب  یا  هطقن رد  عبات  لکش ، هب  هجوتاب

طاقن لوط  ۀـلداعم   لح  اب  .تسا  ربارب 3 - یفنم  لوط  اـب  عباـت  یبسن  ممینیم  نیلوا  یازا  هب  رادـقم  رادومن ، هب  هجوتاـب
: میروآ یم تسد  هب  ار  عبات  ممرتسکا 

: میراد یازا   هب 

: میراد نیاربانب  تسا ؛ ممرتسکا ،  لوط  نیرت  گرزب

x = π
۱۲( ) = ۰f ′ π

۱۲
f (x) = a cos ۴x + b sin ۲x ; = ℝDf

(x) = −۴a sin ۴x + ۲b cos ۲x ( ) = −۴a sin ۴( ) + ۲b cos ۲( )f ′ − →−−−−
( )=۰f ′ π

۱۲
f ′ π

۱۲
π
۱۲

π
۱۲

= −۴a sin + ۲b cos = −۴a( ) + ۲b( ) = (−۲a + b) = ۰ ⇒ b = ۲aπ
۳

π
۶

۳√
۲

۳√
۲ ۳‾‾√

(I)
(x) = ۰f ′

(x) = ۰ ⇒ −۴a sin ۴x + ۲b cos ۲x = ۰ ⇒ ۲b cos ۲x = ۴a sin ۴xf ′

cos ۲x = sin ۴x cos ۲x = ۲ sin ۲x cos ۲x− →−−
b=۲a

− →−−−−−−−−−−−
sin ۲α=۲ sin α cos α

⇒ ۲ sin ۲x cos ۲x − cos ۲x = ۰ ⇒ cos ۲x(۲ sin ۲x − ۱) = ۰

⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪
⎪⎪

cos ۲x = ۰ ⇒ ۲x = kπ + ⇒ x = +π
۲

kπ
۲

π
۴

sin ۲x = ۰ ⇒
⎧

⎩
⎨⎪⎪

۲x = ۲kπ + ⇒ x = kπ +π
۶

π
۱۲

۲x = ۲kπ + ⇒ x = kπ +۵π
۶

۵π
۱۲

k = −۱
x = + x = + = −kπ

۲
π
۴ − →−−

k=−۱ −π
۲

π
۴

π
۴

x = kπ + x = −π + = −π
۱۲ − →−−

k=−۱ π
۱۲

۱۱π
۱۲

x = kπ + x = −π + = −۵π
۱۲ − →−−

k=−۱ ۵π
۱۲

۷π
۱۲

x = −π
۴

f (− ) = −۳π
۴

⇒ a cos ۴(− ) + b sin ۲(− ) = −۳ ⇒ −a − b = −۳ ⇒ a + b = ۳π
۴

π
۴

a + ۲a = ۳ ⇒ ۳a = ۳ ⇒ a = ۱ ⇒ b = ۲(۱) = ۲− →−−
b=۲a

هنیزگ 4 14

یاه هنیزگ نیاربانب  دوش ؛ یم رفص  ربارب  یازا   هب  جرخم   سپ  تسا ؛ هدشن  فیرعت  لوط   هب  یا  هطقن رد  عبات 
ی  هطقن رد  عبات  رادـقم  نینچمه  تسا  هدرک  عطق  ار  اه  x روحم تبثم  لوط  اب  یا  هطقن رد  عبات  ینحنم  یفرطزا  .دـنوش  یم در  2 و 3 

.تسا نیاربانب   دشاب ؛ یم یفنم   

x = −۱U(x)x = −۱

x = ۰U(x) = x−۱
x+۱
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هنیزگ 1 15

نیاربانب تسا ؛ عبات   جرخم  ۀـشیر  سپ   تسا ؛ هدـشن  فـیرعت  لوط   هب  یا  هطقن رد  عباـت  رادوـمن ، هب  هجوتاـب
.دنوش یم در  یتحار  هب یاه 2 و 4  هنیزگ

؛ دشاب یدوعـص  دیاب  زین  سپ   تسا ؛ یدوعـص  اًدیکا  یعبات  نوچ   تسا و  یدوعـص  عبات ، ینحنم  ۀـخاش  ود  نینچمه 
.دشاب تبثم  دیاب  ینعی  

: لوا ۀنیزگ  یسررب 

.تسا لاؤس  باوج  هنیزگ  نیمه  سپ 
: موس ۀنیزگ  یسررب 

x = ۱x = ۱U(x)

tan−۱U(x)
(x)U ′

U(x) = ⇒ (x) = = > ۰۱+x
۱−x U ′ ۱−x+۱+x

(۱−x)۲
۲

(۱−x)۲

U(x) = ⇒ (x) = = < ۰x+۱
x−۱ U ′ x−۱−x−۱

(x−۱)۲
−۲
(x−۱)۲

هنیزگ 2

لوا ماگ 

مود ماگ 

16

میشاب  هتشاد  هزاب  نآ  یور  هاگره  تسا ؛ یلوزن  ۀزاب  کی  یور  عبات   فلا )
میشاب  هتشاد  هزاب  نآ  یور  هاگره  تسا ؛ نrاپ  هبور هزاب  کی  یور  عبات   ینحنم  رعقت  ب )

f (x)(x) < ۰f ′

f (x)(x) < ۰f ″

.مینک یم ن*عت  ار  ۀلداعمان  و   ود  باوج  هعومجم  سپس  هتشون ، ار  ۀطباض  و   ادتبا 

.تسا نrاپ  هبور رعقت  اب  یلوزن  ۀزاب  ، ینعی  باوج ؛ هعومجم  ود  کارتشا  یور  عبات 

y′y″< ۰y′< ۰y″

y = x ln |x| , D = ℝ − {۰}
= ln |x| + x( ) = ln |x| + ۱y′ ۱

x

= ۰ ⇒ ln |x| + ۱ = ۰ ⇒ ln |x| = −۱ ⇒ |x| = = ⇒ x = ±y′ e−۱ ۱
e

۱
e

< ۰ ⇒ x ∈ (− , ۰) ای x ∈ (۰, ) (I)y′ ۱
e

۱
e

= < ۰ ⇒ x < ۰ ⇒ x ∈ (−∞, ۰) (II)y″ ۱
x − →−−

<۰y″ ۱
x

(− , ۰)۱
e
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هنیزگ 1 17

ۀیواز کی  ، M ۀیواز نوچ  ثلثم  ، رد  .دـنک  یم ر*غت  ۀیواز   ۀزادـنا  نینچمه  طخ AM و  هراپ لوط  ، M ۀطقن ییاج  هباج اب 

هاگنآ مینک  ، فیرعت  رگا  .دوب  دـهاوخ  هیوازلا  مئاق ثلثم   سپ  و  تسا ،  AB رطق هب  لباقم  یطاحم و 
: میراد

 

: میریگ یم قتشم  نامز  هب  تبسن  لااب  ۀطبار  نیفرطزا  ۀیواز  ، شهاک  تعرس  ۀبساحم  یارب 

: میراد هاگنآ  دشاب ؛ رگا  

: اب تسا  ربارب  سپ   تسا ، لاؤس   تروص  هب  هجوتاب نینچمه 

( تسا ۀیواز   شهاک  ۀدنهد  ناشن یفنم  رادقم  )

θAMB
Δ

M = ۹۰∘AMB
Δ

AM = x

cos θ = =AM
AB

x
۱۰

θ
⇒ − sin θ =dθ

dt
۱
۱۰

dx
dt

x = ۶
cos θ = = sin θ =−→−

x=۶ x
۱۰

۶
۱۰ − →−−−−−−−

θ+ θ=۱cos۲ sin۲ ۸
۱۰

=dx
dt

۲
۱۰

dθ
dt

− sin θ = ⇒ − = × ⇒ = − = −۰.۰۲۵dθ
dt

۱
۱۰

dx
dt

۸
۱۰

dθ
dt

۱
۱۰

۲
۱۰

dθ
dt

۱
۴۰

θ

هنیزگ 1 18

هک تسا  حضاو  رایـسب  یفرطزا  .تسا  سپ   دراد ؛ یقفا  سامم  لوط  ، اب  یا  هطقن رد  عبات  رادومن ، هب  هجوتاـب
و  ۀـلداعم   ود  لح  اب  میراد :  نیاربانب  تسا ؛ هدـش  ضوع  ۀـطقن   رد  عبات  ینحنم  رعقت  تهج 

.مینک یم ن*عت  ار   b و a ریداقم ، 

x = −۱(−۱) = ۰f ′

x = −۱(−۱) = ۰f ″(−۱) = ۰f ′

(−۱) = ۰f ″

f (x) = − + a + bxx۴ x۳ x۲

(x) = ۴ − ۳ + ۲ax + b ⇒ (−۱) = −۴ − ۳ − ۲a + b = ۰ ⇒ b − ۲a = ۷ (I)f ′ x۳ x۲ f ′

(x) = ۱۲ − ۶x + ۲a ⇒ (−۱) = ۱۲ + ۶ + ۲a = ۰ ⇒ ۲a = −۱۸ ⇒ a = −۹f ″ x۲ f ″

b − ۲(−۹) = ۷ ⇒ b + ۱۸ = ۷ ⇒ b = −۱۱−→−
(I)
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هنیزگ 2 19

.مینک یم مسر  تاصتخم  هاگتسد  کی  رد  ار  هدش  هداد طخ  ۀطقن A و B و  ود 

لـضافت هک  طخ  نیا  زا  یا  هطقن نیاربانب  دنراد ؛ رارق  طخ   فرط  کی  رد   B و A ۀطقن ود  دینک  یم هدهاشم  هک  روط  نامه
ۀلداعم ادتبا  .تسا   B و A طاقن زا  هدنرذگ  طخ  طخ  و  دروخرب  لحم  نامه  دراد ؛ ار  رادقم  نیرتشیب   B و A زا شا  هلصاف

: مینک یم ن*عت  ار   B و A طاقن زا  هدنرذگ  طخ 

: مینک یم صخشم  ار  اه  نآ دروخرب  ۀطقن  طخ ، ود  ۀلداعم  نداد  رارق  یواسم  اب 

.تسا رفص  اب  ربارب   M ۀطقن لوط  نیاربانب 

y = x − ۱
y = x − ۱

y − = (x − )yA
−yB yA
−xB xA

xA

y − ۳ = (x − ۲) ⇒ y − ۳ = ۲(x − ۲) ⇒ y − ۳ = ۲x − ۴ ⇒ y = ۲x − ۱۷−۳
۴−۲

۲x − ۱ = x − ۱ ⇒ x = ۰ ⇒ y = −۱ ⇒ M(۰, −۱)

هنیزگ 2

لوا ماگ 

مود ماگ 

20

میشاب  هتشاد  هزاب  نآ  یور  هاگره  تسا ؛ یدوعص  هزاب  کی  یور  رب   f عبات فلا )
میشاب  هتشاد  هزاب  نآ  یور  هاگره  تسا ؛ نrاپ  هبور هزاب  کی  یور  رب  عبات   ینحنم  رعقت  ب )
(x) > ۰f ′

f(x) < ۰f ″

نامه هعومجم ، ود  نیا  کارتشا  .میروآ  یم تسد  هب  ار  ۀلداعمان  و   ود  باوج  هعومجم  لوا ، ماگ  هب  هجوتاب
.تسا نrاپ  هبور شرادومن  رعقت  یدوعص و  نآ  یور  رب  عبات   هک  تسا  یا  هزاب

(x) > ۰f ′(x) < ۰f ″

f

f (x) = ⇒ (x) = (۱ − ۴x) (۱ − ۴x) > ۰ex−۲x۲ f ′ ex−۲x۲ − →−−−
(x)>۰f ′

ex−۲x۲

(۱ − ۴x) > ۰ ⇒ ۴x < ۱ ⇒ x < (I)− →−−−−
>۰ex−۲x۲

۱
۴

(x) = −۴ + (۱ − ۴x) (۱ − ۴x) = (−۴ + )f ″ ex−۲x۲ ex−۲x۲ ex−۲x۲ (۱ − ۴x)۲

(−۴ + ) < ۰ −۴ + < ۰− →−−−−
(x)<۰f ″

ex−۲x۲ (۱ − ۴x)۲ − →−−−−
>۰ex−۲x۲

(۱ − ۴x)۲
⇒ < ۴ ⇒ −۲ < (۱ − ۴x) < ۲ ⇒ −۳ < −۴x < ۱ ⇒ − < x < (II)(۱ − ۴x)۲ ۱

۴
۳
۴

I⋂ II : x ∈ (− , )۱
۴

۱
۴
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هنیزگ 2 21

رد  f عبات نینچمه  و  اه ) x روحم ریز   ) تسا یفنم  هزاب  نیا  رد  رادومن   سپ  تسا ؛ یلوزن  ۀزاب   رد  عبات  رادومن ، هب  هجوتاب
یقفا بناجم  کی  یاراد   f عبات رادومن  اه ،) x روحم یلااب   ) تسا تبثم  هزاـب  نیا  رد  رادومن   سپ  تسا  یدوعص  ۀزاب  

طخ  سپ  درک  دهاوخ  لیم  رفص  هب  رد  و   عبات  قتشم  نیاربانب  دنک ؛ یم لیم  نآ  هب  رد  و   عبات  هک  تسا 
.دراد ار  طیارش  ۀمه  ۀنیزگ 2  اهنت  اه ، هنیزگ هب  هجوتاب .تسا  عبات   یقفا  بناجم 

(−∞, ۰)f ′

(۰, +∞)f ′

+∞−∞+∞−∞y = ۰
f ′

هنیزگ 2 22

.دوش یم رفص  ربارب  رسک  جرخم  یازا  ، هب  سپ  تسا ؛ عبات  مئاق  بناجم  طخ   رادومن ، هب  هجوتاب

: نیاربانب

رـسک جرخم  ۀشیر  مه  دیاب  سپ  درادن ؛ مئاق  بناجم  عبات  هطقن  نیا  رد  اما  تسا ؛ هدشن  فیرعت  نیب 0 و   یا  هطقن رد  عبات  
.میروآ یم تسد  هب  ار  دریگ  یم رارق  ۀزاب   رد  هک  رسک  جرخم  ۀشیر  .رسک  تروص  ۀشیر  مه  دشاب و 

: دشاب زین  رسک  تروص  ۀشیر  دیاب  

x = ۳π
۴x = ۳π

۴

b + cos ۲x = ۰ b + cos = ۰ ⇒ b + ۰ = ۰ ⇒ b = ۰− →−−−
x= ۳π

۴ ۳π
۲

f (x) = a sin x−cos x
cos ۲x

f (x)۳π
۴

(۰, )۳π
۴

cos ۲x = ۰ ⇒ ۲x = kπ + ⇒ x = +π
۲

kπ
۲

π
۴

k = ۰ ⇒ x =− →−−−−−
x∈(۰, )۳π

۴ π
۴

x = π
۴

a sin − cos = ۰ ⇒ a( ) − = ۰ ⇒ (a − ۱) = ۰π
۴

π
۴

۲√
۲

۲√
۲

۲√
۲

⇒ a − ۱ = ۰ ⇒ a = ۱

هنیزگ 1 23

.تسا هلئسم  باوج  اه   هنیزگ هب  هجوتاب

y = ⇒ = ۲(x − ۱)( ) + ( ) ⇒ =(x − ۱)۲ x۲‾‾‾√۳ y′ x
۲
۳ (x − ۱)۲ ۲

۳ x√
۳ y′ ۶(x−۱)x+۲(x−۱)۲

۳ x√
۳

تروص = ۰ ⇒ ۲(x − ۱)(۳x + (x − ۱)) = ۰ ⇒ {
x = ۱
۴x − ۱ = ۰ ⇒ x = ۱

۴
جرخم = ۰ ⇒ ۳ = ۰ ⇒ x = ۰x√

۳

x = ۱
۴
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هنیزگ 2 24

.دبای یم شهاک  تعرس 1.25  اب  ثلثم  تحاسم 

BC = ۱۰ , = − (rad/s)dα
dt

۱
۲۰

⇒ S = B sin α cos α = B sin ۲α
S = × BC × AB × sin α

۱
۲
= cos α ⇒ AB = BC cos α

AB
BC

⎫

⎭
⎬⎪
⎪

۱
۲ C۲ ۱

۴ C۲

۲۵ sin ۲α ⇒ = ۲۵(۲ cos ۲α)− →−−−
BC=۱۰ ds

dt
dα
dt

۲۵(۲ cos(۲ × )( )) = −۱/۲۵− →−−−−−−−
α= , =π

۶
dα
dt

−۱
۲۰ π

۶
−۱
۲۰

هنیزگ 3 25

: لوا لح  هار
: هتکن

M ۀیواز رادـقم  نیرتشیب  سپ  تسا  یدوعـص  درادـن  مئاق  بناجم  هک  ییاه  هزاب رد  عبات   نوچ 
(. تسا لوا  عبر  رد   M دینک تقد   ) تسا عبات   رادقم  نیرتشیب  لداعم 

.مینک یم باسح  ار  عبات  نیا  رادقم  نیرتشیب  یریگ  قتشم اب 

: یتست لح  هار

tan(α − β) = tan α−tan β
۱+tan α tan β

tanM
tanM

O B = α , O A = βM M

tan α = , tan β =۸
x

۵
x

tanM = tan(α − β) = = =−۸
x

۵
x

۱+ ۴۰
x۲

۳
x

+۴۰x۲
x۲

۳x
+۴۰x۲

f (x) = ⇒ (x) = = ۰ ⇒ x = ۲۳x
+۴۰x۲ f ′ ۳( +۴۰)−۲x(۳x)x۲

( +۴۰)x۲ ۲ ۱۰‾‾√

O = = OA × OB = ۵ × ۸ = ۴۰ ⇒ x = ۲M۲ x۲ ۱۰‾‾√
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هنیزگ 1 26

 

(x) = ۲ sin x cos x − ۲ cos x = ۲ cos x(sin x − ۱)f ′

یدوعص ⇒ (x) > ۰ ⇒ ۲ cos x > ۰ ⇒ cos x < ۰ ⇒ x ∈ ( , )f ′ (sin x − ۱)  
تبثمان

π
۲

۳π
۲

موس ای  مود  عبر  (∗)

(x) = −۲ sin x(sin x − ۱) + ۲ x = −۲ x + ۲ sin x + ۲ xf ″ cos۲ sin۲ cos۲

= −۲ x + ۲ sin x + ۲(۱ − x) = −۴ x + ۲ sin x + ۲ −۴ + ۲t + ۲sin۲ sin۲ sin۲ − →−−−
sin x=t

t۲

نrاپ هبور رعقت  ⇒ (x) < ۰ ⇒ −۴ + ۲t + ۲ < ۰ ⇒ t < ای t > ۱f ″ t۲ −۱
۲

⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪
⎪⎪

sin x > ۱ ⇒ ق.ق.غ

sin x < −۱ ≤ sin x < ⇒ x ∈ ( , ) (∗∗)−۱
۲ − →−−−−−

−۱≤sin x≤۱ −۱
۲

۷π
۶

۱۱π
۶

x ∈ ( , )− →−−−−−
(∗) ⋂(∗∗) ۷π

۶
۳π
۲
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هنیزگ 3

لوا ماگ 

مود ماگ 

27

: اب تسا  ربارب  عافترا   ۀدعاق  و  عاعش  هب  یطورخم  مجح  فلا )

.تسا نآ  یبناج  تحاسم  لداعم  طورخم  کی  تخاس  یارب  یفرصم  سنج  رادقم  ب )
اب : تسا  ربارب  ریز  لکش  هب  یطورخم  یبناج  تحاسم  ج )

rh
= π hV طورخم

۱
۳ r۲

S = πrl

ممینیم ار  نآ  یبناج  تحاسم  دیاب  دوش  فرصم  سنج  رادقم  نیرت  مک تباث  مجح  اب  لکش  یطورخم  فیق  کی  تخاس  رد  هکنیا  یارب 
: میروآ یم تسد  هب  طورخم  عافترا  طورخم و  ۀدعاق  عاعش  نیب  یا  هطبار تسا ، ربارب   طورخم  مجح  هکنیا  هب  هجوتاب .مینک 

: میراد سروغاثیف  ۀیضق  زا  هدافتسا  اب  .میروآ  تسد  هب  ار  ۀزادنا   تسا  مزلا  ادتبا  طورخم  یبناج  تحاسم  ۀبساحم  یارب 

: میراد نآ  رد  ۀطبار  و   ود  یراذگیاج  اب  یبناج و  تحاسم  ۀطبار  زا  هدافتسا  اب  نونکا 

: میهد یم رارق  رفص  ربارب  هتفرگ و  قتشم  هب   تبسن  زا   یبناج ، تحاسم  ندرک  ممینیم  یارب 

.دوش یم فرصم  سنج  رادقم  نیرت  مک تباث  ، مجح  اب  لکش  یطورخم  فیق  کی  تخاس  رد  عافترا   یازا  هب  نیاربانب 

π
۳

V = π h = ⇒ h = ۱ ⇒ = ⇒ r = (I)۱
۳ r۲ π

۳ r۲ r۲ ۱
h

۱
h√

l
= + ⇒ l = (II)l۲ r۲ h۲ +r۲ h۲‾ ‾‾‾‾‾‾√

(I)(II)

S = πrl S = πr S = π × × =−→−
(II)

+r۲ h۲‾ ‾‾‾‾‾‾√ −→−
(I) ۱

h√
+۱

h h۲‾ ‾‾‾‾‾‾√
π +۱h۳√

h

Sh

= π × = ( ) = ( ) = ۰S′
×h−۳h۲

۲ +۱h۳√
+۱h۳√

h۲
π
h۲

۳ −۲ −۲h۳ h۳

۲ +۱h۳√
π
h۲

−۲h۳

۲ +۱h۳√
⇒ − ۲ = ۰ ⇒ = ۲ ⇒ h =h۳ h۳ ۲‾√۳

h = ۲‾√۳π
۳

هنیزگ 2 28

تسا  ـلااب  هبور ۀزاـب   رد   f عباـت رعقت  ۀـنیزگ 1 .) در   ) تسا نیارباـنب   تسا ؛ یدوعـص  هراومه   f عبات رادومن 
اما  تسا ؛ عبات   فطع  ۀطقن  هک   دینک  تقد  ۀنیزگ 3 و 4 .) در   ) تسا یدوعص  هزاب   نیا  یور  نیاربانب   ؛

، دشاب هتشادن  ای  دشاب  هتـشاد  یقفا  سامم  هطقن  نیا  رد  دناوت  یم نیاربانب   دشابن ؛ ای  دشاب  رفـص  اب  ربارب  دناوت  یم هطقن  نیا  رد 
.تسا لوبق  لباق ریز  لکش  ود  ره  هب  رادومن   سپ 

(x) > ۰f ′(−∞, ۰)
( > ۰)f ″f ′x = ۰ff ″

f ′

f ′
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هنیزگ 3 29

اًعطق رـسک ، جرخم  یاه  هشیر نیاربانب  تسا ؛ مئاق  بناجم  دـقاف  عبات  رادومن  هب  هجوتاب .تسا  یتاثلثم  یرـسک  عبات  کی  عبات  ،
: میراد سپ  تسه ، زین  رسک  تروص  یاه  هشیر

: میناد یم

: یفرطزا

: سپ تسا  میناد   یم

: سپ تسا ، اب 2  ربارب  عبات   رادقم  نیرتشیب  رادومن ، هب  هجوتاب

f (x)

f (x) = a sin ۲x + b
sin x + cos x

sin x + cos x = ۰ ⇒ sin x = − cos x tan x = −۱− →−−−
÷ cos x

⇒ x = kπ − x =π
۴ −→−

k=۱ ۳π
۴

a sin ۲x + b = ۰ a sin ۲( ) + b = ۰ ⇒ a sin + b = ۰− →−−−
x= ۳π

۴ ۳π
۴

۳π
۲

⇒ −a + b = ۰ ⇒ a = b

⇒ f (x) = =a sin ۲x + a
sin x + cos x

a(sin ۲x + ۱)
sin x + cos x

sin ۲x = ۲ sin x cos x ⇒ ۱ + sin ۲x = x + x + ۲ sin x cos x =sin۲ cos۲ (sin x + cos x)۲

⇒ f (x) = = a(sin x + cos x)a(sin x + cos x)۲
sin x + cos x

sin x + cos x = ( sin x + cos x) = (sin x cos + cos x sin )۲‾√ ۲‾√
۲

۲‾√
۲ ۲‾√ π

۴
π
۴

= sin(x + ) ⇒ f (x) = a sin(x + )۲‾√ π
۴ ۲‾√ π

۴
| sin(x + )| ≤ ۱π

۴
sin(x + ) ≤ ۱ ⇒ a sin(x + ) ≤ a ⇒ f (x) ≤ a

π
۴ ۲‾√ π

۴ ۲‾√ ۲‾√
f (x)

a = ۲ ⇒ a =۲‾√ ۲‾√

هنیزگ 4 30

: لوا ماگ 
: هاگره تسا   f عبات فطع  ۀطقن  لوط   

.دشاب هتسویپ  ۀطقن   رد   f عبات فلا )
x = a

x = a
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.دشاب دحاو  سامم  یاراد  ۀطقن   رد   f عبات ب )
.دوش ضوع  ۀطقن   رد   f عبات رعقت  تهج  ج )

: مود ماگ 
هدشرکذ طیارش  یطاقن  هچ  مینک  یم یـسررب  سپـس  مینک ، یم هداس  ار  هدش  هداد عبات  قلطم ، ردق  نورد  ترابع  تملاع  ن*عت  اب  ادتبا 

.دنراد ار  ماگ  رد 

: میراد عبات   تملاع  ن*عت  اب 

نتشاد یگتسویپ و  طرش  طاقن  نیا  زا  کی  مادک رد  مینک  یم یـسررب  .تسا  هداد  تملاع  ر*غت  ۀطقن   هس  رد  عبات  
.تسا رارقرب  زین  دحاو  سامم 

: میراد .تسا  هتسویپ  ۀطقن   هس  رد  هلمجزا  طاقن  و  مامت  رد   y عبات

: میراد ۀطقن   رد  اما 

x = a
x = a

− ۴x = ۰ ⇒ {x۲ x = ۰
x = ۴

⇒ y = x| − ۴x| =x۲
⎧

⎩
⎨⎪⎪

x( − ۴x) ; x > ۴x۲

x(− + ۴x) ; ۰ ≤ x ≤ ۴x۲

x( − ۴x) ; x < ۰x۲

⇒ y =
⎧

⎩
⎨⎪⎪

− ۴ ; x > ۴x۳ x۲

− + ۴ ; ۰ ≤ x ≤ ۴x۳ x۲

− ۴ ; x < ۰x۳ x۲

⇒ =y′
⎧

⎩
⎨⎪⎪

۳ − ۸x ; x > ۴x۲

− ۳ + ۸x ; ۰ ≤ x < ۴x۲

۳ − ۸x ; x < ۰x۲

⇒ =y″
⎧

⎩
⎨⎪⎪

۶x − ۸ ; x > ۴
− ۶x + ۸ ; ۰ < x < ۴
۶x − ۸ ; x < ۰

y″

۶x − ۸ = ۰ ⇒ x = ۴
۳

− ۶x + ۸ = ۰ ⇒ x = ۴
۳

y″x = ۰, , ۴۴
۳

ℝx = ۰, , ۴۴
۳

(۰) = (۰) = ۰ , ( ) = ( ) =y′ − y′ + y′ −
۴
۳ y′ +

۴
۳

۱۶
۳

x = ۴
(۴) = −۱۶ , (۴) = ۱۶y′ − y′ +
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.درادن دحاو  سامم  ۀطقن   رد   y عبات هجیتنرد 
زا : تسا  ترابع   y عبات فطع  طاقن  ۀعومجم  نیاربانب 

x = ۴
{۰, }۴

۳

هنیزگ 1 31

: سپ تسا ؛ عبات   ۀشیر  اهنت  لکش ،  هب  هجوتاب

: نیاربانب

: میراد رادومن  هب  هجوتاب اما  تسا ؛ رسک  جرخم  ۀشیر  سپ   دشاب ؛ یم عبات   مئاق  بناجم  طخ  ، یفرطزا 

: سپ تسا ؛ رسک  جرخم  فعاضم  ۀشیر  نیاربانب  

: نیاربانب

x = ۰f (x)

f (x) = + a = (x + a) = ۰ ⇒ {+ax۳ x۲

+bx+cx۲ − →−−−
f(x)=۰

x۳ x۲ x۲ x = ۰
x = −a

−a = ۰ ⇒ a = ۰
x = ۱f (x)x = ۱

f (x) = +∞ , f (x) = +∞limx→۱− limx→۱+

x = ۱
+ bx + c = ⇒ + bx + c = − ۲x + ۱ ⇒ {x۲ (x − ۱)۲ x۲ x۲ b = −۲

c = ۱

bc − a = −۲(۱) − ۰ = −۲

هنیزگ 4 32

هک مینک  یم باختنا  یرادقم  ار  لح   یگداس  یارب  .دریذپ  یم رادقم  کی  طقف  ریداقم  ،  مامت  یازا  هب  سپ  تسا  تباث  یرادقم   
: میراد نینچمه  تشاد و  دنهاوخ  یتوافتم  رادقم  هنیزگ  راهچ  باختنا  ، اب  .دنوشن  ناسکی  اه  هنیزگ نآ ، یازا  هب 

: مینک یم لح  ار  ۀلداعم   ادتبا  رادقم   ممینیم  نتفای  یارب 

: میراد تسا و  اب   ربارب  عبات  رادقم  ممینیم 

axaa
a = ۲

y = ۶+x

۸x√۴

y= ۰y′

y = = (۶ + x)۶+x

۸x√۴
(۸x)−

۱
۴

= − ۲(۶ + x) = (۸x − ۱۲ − ۲x) =y′ (۸x)−
۱
۴ (۸x)−

۵
۴ (۸x)−

۵
۴ ۶x−۱۲

(۸x)۵√۴

= ۰ ۶x − ۱۲ = ۰ ⇒ x = ۲y′ −→−
x≠۰

y(۲)
y(۲) = = = = = ۴۶+۲

۸(۲)√۴
۸
۱۶√۴

۸
۲۴√۴

۸
۲
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هنیزگ 3 33

: اب تسا  ربارب  بناجم  نیا  ۀلداعم  .تسا  یقفا  بناجم  کی  یاراد  عبات 

.تسا نیاربانب   دنک ؛ یم عطق  رفص  لوط  هب  یا  هطقن رد  ار  عبات  ینحنم  یقفا ، بناجم 

فعاضم ۀشیر  کی  ۀـلداعم   نیاربانب  تسا ؛ سامم  اه  x روحم رب  تبثم  لوط  اـب  یا  هطقن رد  ینحنم  رادوـمن ، هب  هجوتاـب
.دراد تبثم 

.دراد فعاضم  ۀشیر  ۀلداعم   ریداقم  و   زا  کی  مادک یازا  هب  مینک  یم یسررب 

میراد : تسا و  لوبق  لباق نیاربانب  

y = f (x) = = a ⇒ y = alimx→±∞ limx→±∞
a +bx+۲x۲

+۱x۲

f (۰) = a

f (۰) = = a ⇒ a = ۲ ⇒ f (x) =۰+۰+۲
۰+۱

۲ +bx+۲x۲

+۱x۲

f (x) = ۰

f (x) = ۰ ⇒ ۲ + bx + ۲ = ۰ Δ = ۰ ⇒ − ۴(۲)(۲) = ۰x۲ − →−−−−−−
فعاضم ۀشیر 

b۲

⇒ − ۱۶ = ۰ ⇒ = ۱۶ ⇒ b = ±۴b۲ b۲

b = ۴b = −۴f (x) = ۰
b = ۴ : ۲ + ۴x + ۲ = ۰ + ۲x + ۱ = ۰ ⇒ = ۰x۲ −→−

÷۲
x۲ (x + ۱)۲

⇒ (x + ۱) = ۰ ⇒ x = غقق۱−
b = −۴ : ۲ − ۴x + ۲ = ۰ + ۲x + ۱ = ۰ ⇒ = ۰x۲ −→−

÷۲
x۲ (x − ۱)۲

⇒ (x − ۱) = ۰ ⇒ x = ۱ ✓
b = −۴(a, b) = (۲, −۴)

هنیزگ 3 34

dx = − ۲x dx = (۲x − )dx + ( − ۲x)dx∫
۴

۰
( − ۲x)x۲ ۲‾ ‾‾‾‾‾‾‾‾‾√ ∫

۴

۰
∣∣x۲ ∣∣ ∫

۲

۰
x۲

∫
۴

۲
x۲

= ( − ) + ( − )x۲ x۳

۳
∣
∣
∣ ۲۰

x۳

۳ x۲ ∣
∣
∣ ۴۲

= ((۴ − ) − (۰ − ۰)) + (( − ۱۶) − ( − ۴)) = + + = = ۸۸
۳

۶۴
۳

۸
۳

۴
۳

۱۶
۳

۴
۳

۲۴
۳
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هنیزگ 4 35

: لوا لح  هار
ۀیحان تحاـسم  ۀلـصاف  و  رد  طـخ   رادومن  و  نیب  ۀدروخروشاه  ۀـیحان  تحاـسم 

رارق مهاـب  ربارب  هدرک و  هبـساحم  ار  ۀلـصاف   رد  رادوـمن   طخ  و  نیب  ۀدروخروشاـه 
: میهد یم

: میراد نیاربانب 

: مود لح  هار

۱
xy = ۱

C[۱,C]
y = ۱

C
۱
x[C, ۹]

۱ ۀیحان تحاسم   = = lnC−۱ +∫ C
۱ ( − )dx = ln x − ]۱

x
۱
C

x
C

C

۱
۱
C

۲ ۀیحان تحاسم   = = ( − ln ۹) − (۱ − ln C)∫ ۹
C ( − )dx = − ln x]۱

C
۱
x

x
C

۹
C

۹
C

ln C − ۱ + = − ln ۹ − ۱ + ln C ⇒ = ln ۹ ⇒ C = = =۱
C

۹
C

۸
C

۸
ln ۹

۸
۲ ln ۳

۴
ln ۳

f (C) = ⇒ = (∗)
f (x)dx∫ b

a
b − a

۱
C

dx∫ ۹
۱

۱
x

۹ − ۱

dx = ln|x| = ln ۹ − ln ۱ = ۲ ln ۳∫
۹

۱

۱
x

∣
∣
∣ ۹۱

= ⇒ C =−→−
(∗) ۱

C
۲ ln ۳

۸
۴

ln ۳

هنیزگ 4 36

عبات نیگنایم  = = ⇒ =
dx∫ a

۲
+۴x۲

x۲

a − ۲
۵
۴

(۱ + )dx∫ a
۲

۴
x۲

a − ۲
(x − )۴

x ]a۲
a − ۲

= = = ⇒ ۴a − = ۵a − ۱۰ ⇒ a + − ۱۰ = ۰
(a − ) − (۲ − )۴

a
۴
۲

a − ۲
a − ۴

a
a − ۲

۵
۴

۱۶
a

۱۶
a

⇒ − ۱۰a + ۱۶ = ۰ ⇒ (a − ۸)(a − ۲) = ۰ ⇒ {a۲ a = ۲ غ ق ق
a = ۸
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هنیزگ 4 37

=۱
۱ + cos x

۱
۲ ( )cos۲ x

۲

= = (۱ + ( ))dx∫

۲π
۳

۰

dx
۱ + cos x ∫

۲π
۳

۰

۱
۲ ( )cos۲ x

۲

۱
۲ ∫

۲π
۳

۰
tan۲ x

۲

= tan( ) = tan( ) − tan(۰) =x
۲ ]

۲π
۳

۰
π
۳ ۳‾‾√

هنیزگ 1

لوا ماگ 

مود ماگ 

38

ار لارگتنا  لصاح  هدرک و  کیکفت  ۀزاب  و   ود  هب  ار  یریگ  لارگتنا ۀدودـحم  لارگتنا ، تحت  ترابع  رد  دوجو   هب  هجوتاب
.میروآ یم تسد  هب  هناگادج  تروص  هب هلحرم  ره  رد 

[x](۰, ۱)(۱, ۲)

تروـص  هب ار  لارگتنا  تحت  تراـبع  مینک  هبـساحم  رت  تحار ار  لارگتنا  میناوـتب  هکنیا  یارب  نیعم  ، لارگتنا  ۀبـساحم  رد 

.مینک یم هبساحم  ار  نیعم  لارگتنا  دعب  مینک و  یم کیکفت  رسک  ود  هب  ار  نآ  .میهد  یم ر*غت   
 

۰ < x < ۱ ⇒ [x] = ۰ ⇒ =−[x]x۲

x+۱
x۲

x+۱
۱ < x < ۲ ⇒ [x] = ۱ ⇒ =−[x]x۲

x+۱
−۱x۲

x+۱
dx∫ ۱

۰
x۲

x+۱
−۱+۱x۲

x+۱

dx = ( )dx + dx = ( )dx + dx∫ ۲
۰

−[x]x۲

x+۱ ∫ ۱
۰

x۲

x+۱ ∫ ۲
۱

( −۱)x۲

x+۱ ∫ ۱
۰

−۱+۱x۲

x+۱ ∫ ۲
۱

(x−۱)(x+۱)
(x+۱)

= dx + dx + dx = (x − ۱)dx + dx +∫ ۱
۰
(x−۱)(x+۱)
(x+۱) ∫ ۱

۰
۱

x+۱ ∫ ۲
۱

(x−۱)(x+۱)
(x+۱) ∫ ۱

۰ ∫ ۱
۰

۱
x+۱

∫ (x − ۱)dx۲
۱

= + + = [( − ۱) − ۰] + (ln ۲ − ln ۱)( − x)]x۲

۲
۱

۰
ln(x + ۱)]۱۰ ( − x)]x۲

۲
۲

۱
۱
۲

+ [(۲ − ۲) − ( − ۱)]۱
۲

= − + ln ۲ − ln ۱ + = ln ۲ − ln ۱ = ln ۲ − ۰ = ln ۲۱
۲

۱
۲
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سپـس مینک ، یم کیکفت  تمـسق  ود  هب  ار  یریگ  لارگتنا ۀدودحم  نآ  ساسا  رب  هدرک و  ن*عت  ار  قلطم  ردق  لخاد  ترابع  ۀشیر  ادتبا 
.میروآ یم تسد  هب  هناگادج  تروص  هب ار  کی  ره  لصاح 

: مینک یم میسقت  ۀزاب  و   ود  هب  ار  ۀلصاف   سپ 

: اب تسا  ربارب  هدش  هداد نیعم  لارگتنا  لصاح  نیاربانب 

− ۲ = ۰ ⇒ = ۲ x = ۴x√ x√ − →−−−−
ناوت 2 هب   

[۰, ۹][۰, ۴][۴, ۹]
۰ < x < ۴ ⇒ ۰ < < ۲ ⇒ − ۲ < ۰ ⇒ − ۲ = −( − ۲) = ۲ −x√ x√ ∣∣ x√ ∣∣ x√ x√
۴ < x < ۹ ⇒ ۲ < < ۳ ⇒ − ۲ > ۰ ⇒ − ۲ = − ۲x√ x√ ∣∣ x√ ∣∣ x√

− ۲ dx = − ۲ dx + − ۲ dx = (۲ − )dx +∫ ۹
۰ ∣∣ x√ ∣∣ ∫ ۴

۰ ∣∣ x√ ∣∣ ∫ ۹
۴ ∣∣ x√ ∣∣ ∫ ۴

۰ x√

∫ ( − ۲)dx۹
۴ x√

= (۲ − )dx + ( − ۲)dx = +∫ ۴
۰ x

۱
۲ ∫ ۹

۴ x
۱
۲ (۲x − )]۱

۳
۲

x
۳
۲

۴

۰
( − ۲x)]۱

۳
۲

x
۳
۲

۹

۴

= + = [(۸ − (۸)) − ۰] + [(۱۸ − ۱۸) − ( − ۸)](۲x − x )]۲
۳ x√

۴

۰
( x − ۲x)]۲

۳ x√
۹

۴
۲
۳

۱۶
۳

= ۸ − + ۰ − + ۸ = ۱۶ − = − =۱۶
۳

۱۶
۳

۳۲
۳

۴۸
۳

۳۲
۳

۱۶
۳
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لوا ماگ 

مود ماگ 

40

.میروآ یم تسد  هب  تسا ، هکنیا  و   هب  هجوتاب ار  رادقم   فلا )
: اریز تسا ؛ یدوعص  اًدیکا  عبات  کی  ۀزاب   رد  عبات   ب )

رظن رد  ار  اه ) هزاب زا  کیره  ییاهتنا  رادقم   ) اه هزاب زا  کیره  تسار  تمـس  ریداقم  نامه  ، ای  لااب  عومجم  ۀبساحم  یارب  نیاربانب 
.میریگ یم

Δxx ∈ [۰, ۲]n = ۴
f (x) = x

x+۱[۰, ۲]
(x) = = > ۰f ′ x+۱−x

(x+۱)۲
۱

(x+۱)۲

U۴

: دوش یم زارفا  ریز  ۀزاب  هب 4  یلصا  ۀزاب  نیاربانب 

: اب تسا  ربارب  ای   عبات  یلااب  عومجم 

x ∈ [۰, ۲] , n = ۴ ⇒ Δx = = =۲−۰
۴

۲
۴

۱
۲

[۰, ], [ , ۱], [۱, ], [ , ۲]۱
۲

۱
۲

۳
۲

۳
۲

(f )U۴
(f ) = Δx(f ( ) + f (۱) + f ( ) + f (۲)) =U۴

۱
۲

۳
۲

( + + + ) = ( + + + ) = (۱ + + )۱
۲

۱
۲
۳
۲

۱
۲

۳
۲
۵
۲

۲
۳

۱
۲

۱
۳

۱
۲

۳
۵

۲
۳

۱
۲

۱
۲

۳
۵

= ( ) = × = = ۱/۰۵۱
۲

۱۰+۵+۶
۱۰

۱
۲

۲۱
۱۰

۲۱
۲۰
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صخشم دراد ، رارق  ۀدودحم   رد  هکنیا   هب  هجوتاب یلاکیدار ، ترابع  ندرک  هداس  رد  .مینک  یم هداس  ار  یلاکیدار  تراـبع  ادـتبا 
.مینک یم جراخ  قلطم  ردق  زا  ار  نآ  سپس  یفنم  ای  تسا  تبثم  قلطم  ردق  لخاد  ترابع  مینک  یم

: مینک یم هبساحم  ار  نیعم   لارگتنا  لااح 

x[۱, ۴]

= = =− ۴(۱ + )x√
۲ x√

‾ ‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾√ ۱ + ۲ + x − ۴x√ x√‾ ‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾√ ۱ − ۲ + xx√‾ ‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾√

= ۱ − ۱ − = − ۱(۱ − )x√
۲‾ ‾‾‾‾‾‾‾‾√ ∣∣ x√ ∣∣ − →−−−−

۱− <۰x√

x∈[۱,۴]
∣∣ x√ ∣∣ x√

( − ۱)dx∫ ۴
۱ x√

( − ۱)dx = ( − ۱)dx = =∫ ۴
۱ x√ ∫ ۴

۱ x
۱
۲ ( − x)]۱

۳
۲

x
۳
۲

۴

۱
( − x)]۲

۳ x
۳
۲

۴

۱

= = [( − ۴) − ( − ۱)] =( x − x)]۲
۳ x√

۴

۱
۱۶
۳

۲
۳

۵
۳
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لوا ماگ 

مود ماگ 
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.مینک یم باسح  ار  رادقم  ،  اب  ۀزاب  و  رد  فلا )
رد .میریگ  یم رظن  رد  ار  نامه 2  ای  عبات  ممیـسکام  رادقم  اه  هزابریز مامت  رد  نامه   ای  عبات  یلااب  عومجم  ۀبـساحم  یارب  ب )

.میریگ یم رظن  رد  تسا  هک   ار  عبات  ممینیم  رادقم  اه  هزابریز مامت  رد  نامه   ای  عبات  نrاپ  عومجم  ۀبساحم 

[۰, ۱]n = ۱۰Δx
(f )U۱۰

(f )L۱۰−۳

: اب تسا  ربارب  عبات  نrاپ  لااب و  عومجم  فلاتخا  سپ 

x ∈ [۰, ۱] , n = ۱۰ ⇒ Δx = =۱−۰
۱۰

۱
۱۰

f عبات یلااب  عومجم  = (f ) = ( ) = × ۲۰ = ۲U۱۰
۱
۱۰ ۲ + ۲+. . . +۲  

۲ ات ۱۰

۱
۱۰

f عبات نrاپ  عومجم   = (f ) = ( ) = (−۳۰) = −۳L۱۰
۱
۱۰ −۳ − ۳−. . . −۳  

(−۳) ات ۱۰

۱
۱۰

(f ) − (f ) = ۲ − (−۳) = ۲ + ۳ = ۵U۱۰ L۱۰
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هک  دیـشاب  هتـشاد  هجوـت  هتکن  نیا  هب  هـطقن ، ضرع  ۀبـساحم  رد  .مـینک  یم ن*عت  ار  لوط   هب  یا  هطقن ضرع  ادـتبا  فـلا )
.تسا  

ربارب مئاق  طخ  بیش  .میشاب  هتشاد  لوط   هب  یا  هطقن رد  ار  مئاق  طخ  بیـش  دیاب  مئاق  طخ  ۀلداعم  ندروآ  تسد  هب  یارب  ب )
ن*عت ار  مئاق  طخ  بیش  ۀبساحم  ، اب  سپس  میروآ ، تسد  هب  ار  یلارگتنا   عبات  قتشم  دیاب  ادتبا  سپ  تسا ، اب  

.مینک

x = ۱
f (x)dx = ۰∫ a

a

x = ۱
− ۱

(۱)f ′f (x)(۱)f ′

.میسیون یم تاصتخم   اب  یا  هطقن رد  ار  مئاق  طخ  ۀلداعم  نیاربانب 

: دیآ یمرد ریز  تروص  هب مئاق  طخ  ۀلداعم  سپ 

f (x) = dt f (۱) = dt = ۰∫ ۲x
۲

t+۱
t −→−

x=۱
∫ ۲

۲
t+۱
t

(۱, ۰)
(x) = ۲ × − ۰ ⇒ (۱) = ۲ × = ۳f ′ ۲x+۱

۲x f ′ ۳
۲

مئاق m = − = −۱
(۱)f ′

۱
۳

y − ۰ = − (x − ۱) ⇒ y = − x + ۳y = −x + ۱ ⇒ ۳y + x = ۱۱
۳

۱
۳

۱
۳ −→−

×۳
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ترابع هک  مینک  یم هداس  یوحن  هب  ار  لصاح  .میروآ  یم تسد  هب  ار  نیعمان  لارگتنا  لصاح  لارگتنا ، تحت  تراـبع  کـیکفت  اـب  ادـتبا 
.مینک یم ن*عت  ار  ۀطباض   یواست ، فرط  ود  ۀسیاقم  اب  هدمآرد و  مرف   هب  هدش  f(x)هداس

coxf (x)
∫ sin x(۱ + )dx = ∫ sin xdx + ∫ dx = ∫ sin xdx + ∫ sin x dx۱

xcos۲
sin x

xcos۲ (cos x)−۲

= − cos x + + c = + c = + c = + c۱
cos x

− x+۱cos۲

cos x
۱− xcos۲

cos x
f(x)
cos x

⇒ f (x) = ۱ − x = xcos۲ sin۲
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ۀدودـحم تلااح ، نیا  زا  کـی  ره  رد  ۀـلداعمان   لح  اب  راب  . کی دـشاب و  مینک   یم ضرف  راب  کـی فلا )
.مینک یم صخشم  ار  تار*غت  

ینحنم  هـب  دودــحم  تحاـسم  ینعی  ۀـلداعم  ، هـب  طـخ  عباـت  و  رادوـمن  هب  دودـحم  ۀـیحان  تحاـسم  ب )
.مینک هبساحم  ار  نآ  دیاب  هک  یا  هدودحم رد  اه  روحم   و 

.دوش یمن ضوع  لصاح   هب   ر*غت   اب  اریز  تسا ؛ جوز  عبات  کی  عبات   ج )

x ≥ ۰x < ۰|x| = ۸x۲

x
y = |x|x۲y = ۸

y = ۸ − |x|x۲x
y = ۸ − |x|x۲x−xy

عبات کی  عبات   هکنیا  هب  هجوتاب تسا و  نراقتم  ۀزاب  کـی  هک  دوش  یم ماـجنا  ۀزاب   رد  یریگ  لارگتنا سپ 
.مینک یم ربارب  ار 2  لصاح  هدرک و  باسح  ۀلصاف   رد  ار  لارگتنا  ۀلـصاف  ، رد  عبات  زا  یریگ  لارگتنا یاج  هب تسا ، جوز 

: میراد سپ 

x ≥ ۰ ⇒ |x| = x ⇒ y = |x| = = ۸ ⇒ x = ۲x۲ x۳

x < ۰ ⇒ |x| = −x ⇒ y = |x| = − = ۸ ⇒ x = −۲x۲ x۳

[−۲, ۲]y = ۸ − |x|x۲

[−۲, ۲][۰, ۲]

S = (۸ − |x|)dx = ۲ (۸ − |x|)dx∣
∣∫

۲
−۲ x۲ ∣

∣
∣
∣∫

۲
۰ x۲ ∣

∣
x ∈ [۰, ۲] ⇒ |x| = x ⇒ y = x۳

S = ۲ (۸ − )dx = ۲∣
∣∫

۲
۰ x۳ ∣

∣
∣
∣∣(۸x − )]۱

۴ x۴ ۲

۰
∣
∣∣

= ۲[(۱۶ − ۴) − ۰] = ۲ × ۱۲ = ۲۴
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: میراد .ریخ  ای  دراد  هشیر  ۀزاب   رد  ۀلداعم   ایآ  هک  مینک  یم یسررب 

.تسا هشیر  دقاف  ۀزاب   رد  ۀطبار  
ۀزاـب  یور  عبات   لارگتنا  لصاح  اـب  و   تـلاداعم   هب  طـخ  ود  ینحنم  و  هب  دودـحم  ۀـیحان  تحاسم  سپ 

.تسا ربارب   
نیاربانب تسا ؛ جوز  عبات  کی  عبات   .مینک  کیکفت  و   عباـت   ود  تروص  هب ار  ۀطباض   ناوت  یم

عبات .مینک  ربارب  ود  ار  نآ  سپس  میروآ ، تسد  هب  ۀلصاف   رد  ار  لارگتنا  میناوت  یم ۀزاب   رد  لارگتنا  ۀبساحم  یاج  هب
.دوش یم رفص  ربارب  نراقتم   ۀزاب  رد  عبات  نیا  لارگتنا  لصاح  نیاربانب  تسا ؛ درف  عبات  کی   

y = ۰(− , )π
۳

π
۳

y = ۰ ⇒ = ۰ ⇒ ۱ + sin x = ۰ ⇒ sin x = −۱۱+sin x
xcos۲

sin x = −۱(− , )π
۳

π
۳

yx = π
۳x = − π

۳y
(− , )π

۳
π
۳

yy = ۱
xcos۲y = sin x

xcos۲y = ۱
xcos۲

[− , ]π
۳

π
۳[۰, ]π

۳
y = sin x

xcos۲[− , ]π
۳

π
۳

S = ( )dx = dx + dx∣
∣∣∫

π
۳
− π

۳

۱+sin x
xcos۲

∣
∣∣

∣
∣∣∫

π
۳
− π

۳

۱
xcos۲ ∫

π
۳
− π

۳

sin x
xcos۲

∣
∣∣

= ۲ dx + ۰ = ۲ (۱ + x)dx = ۲∣
∣∣∫

π
۳

۰
۱

xcos۲
∣
∣∣

∣
∣∣∫

π
۳

۰ tan۲ ∣
∣∣

∣
∣∣tan x]

π
۳

۰
∣
∣∣

= ۲ tan − tan ۰ = ۲ − ۰ = ۲ × = ۲∣
∣

π
۳

∣
∣ ∣∣ ۳‾‾√ ∣∣ ۳‾‾√ ۳‾‾√
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ناوت یم نیاربانب  تسا ؛ هطقن  نآ  رد  عبات  قتـشم  رادـقم  اـب  ربارب  نآ ، رب  عقاو  هطقن  ره  رد  ینحنم   رب  سامم  طـخ  بیش 
تشون :

y = f (x)
(x) =f ′ ۳

(x−۱)۲

روبع ۀـطقن   زا  عباـت  نوچ  .میروآ  یم تسد  هب  تسا ، تباث  رادـقم  لماش  هک  ار  عبات  ۀـطباض  نیعمان ، لارگتنا  زا  هدافتـسا  اب 
.مینک صخشم  ار  نآ  یقفا  بناجم  طخ  ۀلداعم  تیاهن  رد  مینک و  ن*عت  قیقد  تروص  هب ار  عبات  ۀطباض  میناوت  یم دنک  یم

: مینک یم یراذگیاج  عبات  ۀطباض  رد  ار  ۀطقن   تاصتخم 

: دیآ یمرد ریز  تروص  هب عبات   ۀطباض  نیاربانب 

: اب تسا  ربارب  عبات  یقفا  بناجم  طخ  ۀلداعم 

 

c(۲, ۱)

(x) = ⇒ f (x) = ∫ (x)dx = ∫ dx = ۳ ∫ dxf ′ ۳
(x−۱)۲

f ′ ۳
(x−۱)۲

۱
(x−۱)۲

= ۳ ∫ dx = ۳ × + c = + c ⇒ f (x) = + c(x − ۱)−۲ (x−۱)−۱

−۱
−۳
x−۱

−۳
x−۱

(۲, ۱)
۱ = + c ⇒ ۱ = −۳ + c ⇒ c = ۴−۳

۲−۱
f (x)

f (x) = + ۴ = =−۳
x−۱

−۳+۴x−۴
x−۱

۴x−۷
x−۱

y = f (x) = = ۴ ⇒ y = ۴limx→∞ limx→∞
۴x−۷
x−۱
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.مینک یم هدافتسا  نآ  ۀبساحم  یارب  عومجم  دح  زا  تسا ، یلوزن  یسدنه  یرس  کی  لاؤس  نیا  رد  هدش  هداد یرس 

= − ۵ = − ۵( ) = ۴ − ۵(۱) = −۱∑
k=۱

∞ −۸k ۵k+۱

۱۰k ∑
k=۱

∞
( )۴

۵
k

∑
k=۱

∞
( )۱

۲
k ۴

۵

۱− ۴
۵

۱
۲

۱− ۱
۲
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.میسیون یم نکمم  لکش  نیرت  هداس هب  ار  هدش  هداد یتاثلثم  ترابع  لومرف  ، زا  هدافتسا  اب  ادتبا  فلا )
، نیعم لارگتنا  زا  هدافتسا  اب  سپـس  دراد ، یتیعـضو  هچ  اه  روحم  هب  تبـسن  ۀدودحم   رد  عباـت   مینک  یم ن*عت  ب )

.مینک یم هبساحم  ار  ینحنم  ریز  تحاسم 

sin ۲α = sin α cos α۱
۲

y[ , ]π
۱۲

π
۴x

ار ینحنم  ریز  حطس  نیعم  ، لارگتنا  لصاح  ۀبساحم  اب  سپ  دراد  رارق  اه  روحم  یلااب  نآ  رادومن  هدوب و  تبثم  هراومه   

: میروآ یم تسد  هب 

y = = =۱
x xsin۲ cos۲

۱
(sin x cos x)۲

۱
( sin ۲x)۱

۲
۲

= = = ۴(۱ + ۲x)۱
( ۲x)۱

۴ sin۲
۴
۲xsin۲ cot۲

yxydx∫
π
۴

π
۱۲

S = ۴(۱ + ۲x)dx = ۲ ۲(۱ + ۲x)dx = ۲∣
∣∣∫

π
۴

π
۱۲

cot۲ ∣
∣∣

∣
∣∣∫

π
۴

π
۱۲

cot۲ ∣
∣∣

∣
∣∣− cot ۲x]

π
۴
π
۱۲

∣
∣∣

= ۲ −(cot − cot ) = ۲ −(۰ − ) = ۲ × = ۲∣
∣

π
۲

π
۶
∣
∣ ∣∣ ۳‾‾√ ∣∣ ۳‾‾√ ۳‾‾√
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.میروآ تسد  هب  ار  نیعم   لارگتنا  لصاح  دیاب  ادتبا  ۀزاب   رد  عبات   طسوتم  رادقم  ۀبساحم  یارب 
(. تسا نینچمه   تسا و  نراقتم  فیرعت  ۀنماد  هدوب و  نوچ    ) تسا جوز  عبات  ،

: میراد نیاربانب 

هدش هداد ۀزاب  رد  عبات  طسوتم  رادـقم  ای  نیاربانب   تسا ؛ تبثم  ۀزاـب   رد  یفنم و  ۀزاب   رد  قلطم  ردـق  نورد  ترابع 
: اب تسا  ربارب 

: زا دنا  ترابع یارب   لوبق  لباق ریداقم  سپ  تسا   

اب    : تسا  ربارب  ریداقم   ۀعومجم 

f (x)[−۲, ۲]− ۱ dx∫ ۲
−۲ ∣∣x۲ ∣∣

f (x) = − ۱∣∣x۲ ∣∣= ℝDff (−x) = f (x)

f (x)dx = ۲ f (x)dx∫ ۲
−۲ ∫ ۲

۰

[−۲, ۲] ۀزاب رد  عبات  طسوتم  رادقم   = =۲ f(x)dx∫ ۲
۰

۲−(−۲)
۲ f(x)dx∫ ۲

۰
۴

= =f(x)dx∫ ۲
۰

۲
−۱ dx∫ ۲

۰ ∣∣x۲ ∣∣
۲

[۰, ۱][۱, ۲]f (c)

f (C) = =(۱− )dx+ ( −۱)dx∫ ۱
۰ x۲ ∫ ۲

۱ x۲

۲
+(x− )]x۳

۳
۱

۰
( −x)]x۳

۳
۲

۱
۲

= = = = = ۱ ⇒ f (c) = ۱[(۱− )−۰]+[( −۲)−( −۱)]۱
۳

۸
۳

۱
۳

۲
+ +۲

۳
۲
۳

۲
۳

۲

۶
۳
۲

۲
۲

f (c) = − ۱∣∣c۲ ∣∣c

− ۱ = ۱ ⇒ {∣∣c۲ ∣∣
− ۱ = ۱ ⇒ = ۲ ⇒ c = ±c۲ c۲ ۲‾√
− ۱ = −۱ ⇒ = ۰ ⇒ c = ۰c۲ c۲

c{− , ۰, }۲‾√ ۲‾√
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