
نام و نام خانوادگی :

پایه تحصیلی :

نام دبیر :

گسسته 12 فصل 1 عنوان آزمون :

زمان آزمون :

تاریخ برگزاری

بارملطفا پاسخ سوالات را روی همین برگ بنویسیدردیف

1

رقم یکان عدد  را به دست ‌آورید.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-دی ماه١٤٠٢

1پاسخ:

)ص ۹‏۲‏( 

2

. ، در این صورت ثابت کنید:  اگر  و 

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-دی ماه١٤٠٢

1پاسخ:

)ص ۱‏۱‏( 

3

ثابت کنید مجموع مربعات هر دو عدد حقیقی همواره از قرینه حاصل‌ضرب ‌آنها کمتر نیست.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-دی ماه١٤٠٢

)ص ۷‏( 1پاسخ:
همواره برقرار 

4

کدام‌یک از معادلات هم‌نهشتی زیر در مجموعه اعداد صحیح جواب ندارد؟

1234

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-دی ماه١٤٠٢

گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است. )ص ۵‏۲‏(1پاسخ:

5

باقی‌مانده تقسیم عدد  بر ۴‏۱‏ کدام است؟

۸‏۵4‏2۳3صفر1

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-دی ماه١٤٠٢

گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است. )ص ۹‏۲‏(1پاسخ:

A = ۲! + ۴! + ۶!+. . . +١۰۰!

⇒ A ۲ + ۲۴ + ۰ ⇒ A ۲۶ ۶≡
١۰

≡
١۰

≡
١۰

a|bb ≠ ۰|a| ≤ |b|

a|b ⇒ b = aq, q∈Z ⇒ |b| = |a| |q|

q∈Z, q ≠ ۰ ⇒ |q| ≥ ١ ⇒ |a| |q| ≥ |a| ⇒ |b| ≥ |a|

+ ≥ − ab ⇔ + + ab ≥ ۰ ⇔ ۲ + ۲ + ۲ ab ≥ ۰a۲ b۲ a۲ b۲ a۲ b۲

⇔ + + ( + + ۲ ab ) ≥ ۰ ⇔ + + ≥ ۰a۲ b۲ a۲ b۲ a۲ b۲ (a + b)۲

۶x ١١≡
۹

۲x ۳≡
۵

۵x ١۰≡
۷

۳x ١۰≡
۷

( − − )۹١۰۰ ۲١۰۰ ۷١۰۰

1



6

عدد ۲‏۰‏۴‏۱‏ به کدام دسته هم‌نهشتی به پیمانه ۷‏ تعلق دارد؟

1234

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-دی ماه١٤٠٢

گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است. )ص ۹‏۲‏(2پاسخ:

7

چنانچه گزاره زیر درست است ‌آن را اثبات کنید و اگر نادرست است ‌آن را با ارائه مثال نقض، رد کنید.
- حاصل‌ضرب هر عدد گویا در عدد گنگ، همواره عددی گنگ است.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-دی ماه١٤٠٢

نادرست - با درنظر گرفتن صفر به عنوان عدد گویا و انتخاب هر عدد گنگی، حاصل‌ضرب صفر است که1پاسخ:
گویا می‌شود. )ص ۵‏(

8

چنانچه گزاره زیر درست است ‌آن را اثبات کنید و اگر نادرست است ‌آن را با ارائه مثال نقض، رد کنید.
- با اضافه کردن یک واحد به حاصل‌ضرب دو عدد زوج متوالی، حاصل، مربع کامل است.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-دی ماه١٤٠٢

درست )ص ۳‏(                        1پاسخ:

9

جای خالی را با عبارت مناسب پر کنید.
، در این صورت حاصل عبارت  برابر ....... است. ، b‏ و c‏ اعدادی طبیعی باشند که  و  اگر 

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-دی ماه١٤٠٢

b‏ )ص ۳‏۱‏(1پاسخ:

10

جای خالی را با عبارت مناسب پر کنید.
اگر k‏ عددی صحیح باشد، باقی مانده تقسیم  بر ۹‏۱‏ برابر با ....... است.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-دی ماه١٤٠٢

۴‏ )ص ۴‏۱‏(1پاسخ:

11

معادلهٔ هم‌نهشتی  را حل کنید.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-شهریورماه١٤٠٢

)ص ۰‏۳‏(1پاسخ:

12

باقی‌مانده تقسیم عدد  را بر ۶‏۱‏ به دست ‌آورید.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-شهریورماه١٤٠٢

)ص ۱‏۲‏( 1پاسخ:

13

، ثابت کنید:                         اگر عددی مانند k‏ در Z‏ باشد به طوری‌که 

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-شهریورماه١٤٠٢

)ص ۶‏۱‏( 1پاسخ:

[۵][۲][۰][١]

۲k×(۲k + ۲) + ١ = ۴ + ۴k + ١ =k۲ (۲k + ١)۲

aa|bb|c( [a, b] , [a, c] )

١۹k − ۳۰۰

١۴۰۲x ١١≡
۹

(١ + ۴ + ۰ + ۲)x ١ + ١ ⇒ ۷x ۲ ⇒ ۷x −۷ x −١ ⇒ x = ۹k − ١≡
۹

≡
۹

≡
۹

− →−−
(۷,۹)=١

≡
۹

A = + ١۶۳١۴

۶۳ −١ ⇒ ١ ⇒ A ۲ ⇒ r = ۲≡
١۶

۶۳١۴ ≡
١۶

≡
١۶

۷|۲k + ١۴۹|۴ − ١۰k − ۶k۲

۷|۲k + ١ ⇒ { ⇒ ۴۹|۴ − ١۰k − ۶
۴۹|۴ + ۴k + ١k۲

۴۹|١۴k + ۷
k۲

2



14

، ‌آن‌گاه b‏ نیز عددی فرد است. اگر a‏ عدد صحیح فرد باشد و  به روش برهان خلف نشان دهید

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-شهریورماه١٤٠٢

1پاسخ:

که با فرض سؤال در تناقض است. )ص ۶‏۱‏(

15

برای هر دو عدد حقیقی x‏ و y‏، به روش بازگشتی )گزاره‌های هم‌ارز( نشان دهید:                        

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-شهریورماه١٤٠٢

1پاسخ:

این رابطه همواره برقرار است. )ص ۸‏(

16

درست یا نادرست بودن گزاره‌های زیر را مشخص کنید.
الف( حاصل‌ضرب هر عدد گویا، در یک عدد گنگ، عددی گنگ است.

. ، اگر  ‌آن‌گاه  یا  ، b‏ و c‏ که  ب( برای اعداد صحیح 
. ج( معادلهٔ هم‌نهشتی  دارای جواب است اگر و فقط اگر 

a‏ و b‏ نسبت به هم اول‌اند. د( اگر داشته باشیم  ‌آن‌گاه می‌گوییم

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-شهریورماه١٤٠٢

الف( نادرست )ص ۵‏(                        ب( نادرست )ص ۱۱‏(                        ج( درست )ص1پاسخ:
۵‏۲‏(                        د( درست )ص ۳‏۱‏(

17

، بزرگترین عدد ۲‏ رقمی طبیعی که می‌توان برای x‏ درنظر گرفت چه مقداری در معادله سیاله 
می‌باشد؟ )با راه‌حل(

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-خردادماه١٤٠٢

1پاسخ:

)ص ۸‏۲‏( 

18

باقی‌مانده تقسیم a‏ بر دو عدد ۴‏ و ۵‏ به ترتیب برابر ۳‏ و ۴‏ می‌باشد، باقی‌مانده تقسیم a‏ بر ۰‏۲‏ را محاسبه کنید. )با
راه‌حل(

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-خردادماه١٤٠٢

)ص ۶‏۱‏( 1پاسخ:

19

اگر  و  در این صورت چند مقدار صحیح و نامنفی برای a‏ وجود دارد؟

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-خردادماه١٤٠٢

)ص ۱‏۱‏( 1پاسخ:

b|a + ۲

b = ۲k, b|a + ۲ ⇒ a + ۲ = bq ⇒ a = ۲t

۲ + ۲xy + ≥ ۴x − ۴x۲ y۲

۲ + ۲xy + ≥ ۴x − ۴ ⇔ + ۲xy + + − ۴x + ۴≥ ۰ ⇔ + ≥ ۰x۲ y۲ x۲ y۲ x۲ (x + y)۲ (x − ۲)
۲

aa ≠ ۰a|b + ca|ba|c

ax b≡
m

(a,m)|b

(a, b) = ١

١۵x + ١۹y = ۷

١۵x ۷ ⇒ ١۵x ۴۵ x ۳ ⇒ x = ١۹k + ۳≡
١۹

≡
١۹

− →−−−
(١۵,١۹)=١

≡
١۹

x = ۹۸−→
k=۵

a = ۲۰q ' − ١ ⇒ a = ۲۰q ' ' + ١۹

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

a = ۵ + ۴ ۴a = ۲۰ + ١۶q١ →
×۴

q١

a = ۴ + ۳ ۵a = ۲۰ + ١۵q۲ →
×۵

q۲

→
−

a|۲m + ۳a|m + ۷

{ { ⇒ a|١١ ⇒ a = ١, a = ١١
a|۲m + ۳
a|m + ۷

→
×۲ a|۲m + ۳

a|۲m + ١۴

3



20

، y‏ و z‏ سه عدد حقیقی باشند، ثابت کنید:                         اگر 

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-خردادماه١٤٠٢

1پاسخ:

همواره بدیهی است. )ص ۸‏(

21

معادله همنهشتی  را در صورت امکان حل کرده و مجموعه جواب ‌آن به دست ‌آورید.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-دی ماه١٤٠١

چون  معادله جواب دارد. )ص ۰‏۳‏(1پاسخ:

22

باقی‌مانده تقسیم عدد  را بر ۵‏۱‏ به دست ‌آورید. )! نماد فاکتوریل
می‌باشد.(

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-دی ماه١٤٠١

می‌دانیم  و  و  و  و  و ...  پس داریم: )ص ۹‏۲‏(1پاسخ:

23

اگر a‏ و b‏ عددی صحیح و فرد باشد و در این صورت باقیمانده تقسیم عدد  را بر ۸‏ بیابید.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-دی ماه١٤٠١

می‌دانیم مربع هر عدد فرد، به صورت  می‌باشد  پس داریم: )ص ۶‏۱‏(1پاسخ:

24

. اگر  عددی صحیح و دو عدد  و  بر a‏ بخشپذیر باشند، ثابت کنید 

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-دی ماه١٤٠١

)ص ۱‏۱‏( 1پاسخ:

25

گزاره زیر را به روش بازگشتی )گزاره‌های هم‌ارز( ثابت کنید:
» »برای هر دو عدد حقیقی x‏ و y‏ داریم: 

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-دی ماه١٤٠١

1پاسخ:

)ص ۸‏ و ۷‏( این رابطه بازگشتی همواره بدیهی است

x+ + ١≥ ۲xy −x۲ y۲ z۲

+ + ١≥ ۲xy − ⇔ + − ۲xy + + ١≥ ۰ ⇔ + + ١≥ ۰x۲ y۲ z۲ x۲ y۲ z۲ (x − y)۲ z۲

۴x ١۰≡
۶

(١۲, ۸)|۲۰

۴x ١۰ ⇒ ۴x ۴ ⇒ x ١ ⇒ x = ۳k + ١≡
۶

≡
۶

≡
۳

١! + ۲! + ۳! + ۴! + ۵!+. . . +۲۰۰!

١! ١≡
١۵

۲! ۲≡
١۵

۳! ۶≡
١۵

۴! ۹≡
١۵

۵! ۰≡
١۵

۲۰۰! ۰≡
١۵

١! + ۲! + ۳! + ۴! + ۵!+. . . +۲۰۰! ١ + ۲ + ۶ + ۲۴ + ۰ + ۰+. . . +۰ ۳≡
١۵

≡
١۵

( + + ۵)a۲ b۲

۸k + ١(k∈Z)

{ ⇒ + + ۵ = ۸k + ١ + ۸k ' + ١ + ۵ ⇒ + + ۵ = ۸k ' ' + ۷ ⇒ r = ۷
= ۸k + ١a۲

= ۸k ' + ١b۲
a۲ b۲ a۲ b۲

a ≠ ۰(۵m + ۴)(۶m + ۵)a = ±١

⇒ a|۵(۶m + ۵) − ۶(۵m + ۴) ⇒ a|١ ⇒ a = ±١
a|۶(۵m + ۴)

a|۵(۶m + ۵)

+ ١≥ − ۲x(y + x + ١)y۲

+ ١≥ − ۲x(y + x + ١) ⇔ + + ۲xy + + ۲x + ١≥ ۰ ⇔ + ≥ ۰y۲ x۲ y۲ x۲ (x + ١)۲ (x + y)۲

⇒
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26

در جاهای خالی عبارت‌های مناسب بنویسید.
الف( حاصل  برابر با ....... است.

، می‌گوییم a‏ و b‏ ....... هستند. ب( اگر برای دو عدد صحیح و ناصفر a‏ و b‏ داشته باشیم 
پ( یک مجموعه احاطه‌گر را که با حذف هریک از رأس‌هایش دیگر احاطه‌گر نباشد، احاطه‌گر ....... می‌نامیم.

، برابر ....... است. ت( تعداد یال‌های گراف 

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-دی ماه١٤٠١

                                                ب( نسبت به هم اول )ص ۳‏۱‏(1پاسخ: الف( 
پ( مینیمال )ص ۶‏۴‏(                                                ت( ۱‏۲‏ )ص ۸‏۳‏(

27

درستی یا نادرستی گزاره‌های زیر را مشخص کنید.

الف( اگر x‏ یک عدد گنگ باشد،  نیز عددی گنگ است.
. ب( اگر  ‌آنگاه  یا 

پ( برای مقادیر حقیقی و ناصفر a‏ و b‏ به شرط ‌آنکه  تساوی  برقرار است.
ت( دو مربع لاتین متعامد از مرتبه ۶‏ وجود ندارد.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-دی ماه١٤٠١

الف( درست                        ب( نادرست                        پ( نادرست                        ت( درست1پاسخ:

28

دانش‌آموز در یک ‌آزمون علمی شرکت کرده است، او به سؤالات ۵‏ امتیازی و ۳‏ امتیازی پاسخ داده و مجموعاً ۲‏۴‏
امتیاز کسب کرده است. )پاسخ به هر سؤال یا امتیاز کامل دارد و یا امتیازی ندارد.(

این دانش‌آموز به چه صورت‌هایی توانسته این امتیاز را کسب کند؟

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-شهریورماه١٤٠١

1پاسخ:

)ص ۸‏۲‏( 

29

ثابت کنید باقیماندهٔ هر عدد بر ۹‏، برابر است با باقیماندهٔ تقسیمِ مجموع ارقام ‌آن عدد بر ۹‏.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-شهریورماه١٤٠١

عدد n‏ رقمی  را بسط می‌دهیم و در هم‌نهشتی به پیمانهٔ ۹‏ به جای هر توان ۰‏۱‏1پاسخ:
عدد ۱‏ را قرار می‌دهیم، داریم: )ص ۲‏۲‏(

30

اگر باقیماندهٔ تقسیم عدد a‏ بر دو عدد ۶‏ و ۷‏ به‌ترتیب ۳‏ و ۵‏ باشد، باقیماندهٔ تقسیم عدد a‏ را بر ۲‏۴‏ بیابید.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-شهریورماه١٤٠١

)ص ۴‏۱‏( 1پاسخ:

( [ ,m] , )m۲ m۵

(a, b) = ١

K۷

m۲

١
x

a|b + ca|ba|c

a + b ≠ ۰= +
١

a + b

١
a

١
b

۵x + ۳y = ۴۲ ⇒ ۵x ۴۲ ۰ ⇒ x ۰ ⇒ x = ۳k ⇒ ۵(۳k) + ۳y = ۴۲ ⇒ y = −۵k + ١۴≡
۳

≡
۳

≡
۳

⇒ { ;{ ;{
x = ۰

y = ١۴
x = ۳
y = ۹

x = ۶
y = ۴

A = . . .an−١an−۲ a۰

A = × +. . . +. . . +. . . + + ١۰ + ١ ⇒ A ١× +. . . +١× +١۰
n−١

an−١ ١۰
۲
a۲ a١ a۰ ≡

۹
an−١ a١ a۰

⇒ A +. . . + +≡
۹

an−١ a١ a۰

⇒ ⇒ a = ۴۲(q − q ' − ١) + ۳۳ ⇒ r = ۳۳
a = ۶q + ۳
a = ۷q ' + ۵

۷a = ۴۲q + ۲١

۶a = ۴۲q ' + ۳۰

5
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. ، دو عدد  و  را عاد کند، ثابت کنید:  یا  اگر عدد طبیعی 

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-شهریورماه١٤٠١

)ص ۲‏۱‏( 1پاسخ:

32

،  هم همان اعداد ولی به‌ترتیب دیگری قرار گرفته‌اند. ثابت کنید  ، ،  اعدادی صحیح هستند و   ،
 عددی زوج است.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-شهریورماه١٤٠١

اگر  زوج نباشد )فرض خلف( پس عددی فرد است، پس هر سه عامل1پاسخ:
 و  و  هم باید فرد باشد. در نتیجه مجموع ‌آن‌ها هم باید فرد باشد.

اما با توجه به فرض مسأله: مجموع این سه عبارت برابر صفر است که عددی زوج است.
با توجه به تناقض ایجاد شده، فرض خلف باطل و حکم ثابت می‌شود. )ص ۶‏(

33

هریک از گزاره‌های زیر را اثبات و یا با ارائه مثال، نقض کنید.
، عدد  اول است. الف( برای هر عدد طبیعی 

ب( مربع هر عدد فرد، عددی فرد است.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-شهریورماه١٤٠١

الف( نادرست، مثال نقض  )ص ۳‏(1پاسخ:
ب( درست، اثبات:                        

)ص ۸‏(

34

اگر در یک سال، اول مهر شنبه باشد، در این صورت ۲‏۱‏ بهمن در همان سال چه روزی است؟

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-خردادماه١٤٠١

فاصله ۱‏ متر تا ۲‏۱‏ بهمن برابر است با: ۹‏۲‏ روز در مهر ماه و سه ماه ‌آبان، ‌آذر و دی و ۲‏۱‏ روز تا ۲‏۱‏ بهمن،1پاسخ:

. بنابراین طبق جدول زیر ۲‏۱‏ بهمن پنج‌شنبه است. . از طرفی  یعنی 
)ص ۴‏۲‏(

35

باقی‌مانده تقسیم عدد  را بر ۳‏۱‏ بیابید.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-خردادماه١٤٠١

1پاسخ:

)ص ۱‏۲‏( 

a(۵k + ۹)(۸k + ١۳)a = ١a = ۷

{ ⇒ ⇒ a|۷ ⇒ a = ١ ∨ a = ۷
a|۵k + ۹

a|۸k + ١۳
a|۴۰k + ۷۲
a|۴۰k + ۶۵

a١a۲a۳b١b۲b۳
( − )( − )( − )a١ b١ a۲ b۲ a۳ b۳

( − )( − )( − )a١ b١ a۲ b۲ a۳ b۳

( − )a١ b١( − )a۲ b۲( − )a۳ b۳

n+ ١۲n

n = ۳

a = ۲k + ١ ⇒ = = ۲(۲ + ۲k) + ١ = ۲k ' + ١a۲ (۲k + ١)۲ k۲

۲۹ + ۳×۳۰ + ١۲ = ١۳١١۳١ ۵≡
۷

A = + ١۸۲۷۲۰

۲۷ = ١۳×۲ + ١ ⇒ ۲۷ ١ ⇒ ١, ١۸ = ١۳×١ + ۵, ١۸ ۵≡
١۳

(۲۷)
۲۰

≡
١۳

≡
١۳

⇒ + ١۸ ١ + ۵ ⇒ r = ۶(۲۷)
۲۰

≡
١۳
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. ، ثابت کنید  اگر عددی مانند k‏ در Z‏ باشد، به طوری که 

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-خردادماه١٤٠١

)ص ۶‏۱‏( 1پاسخ:

37

،  عددی فرد است. ثابت کنید برای هر عدد طبیعی زوج 

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-خردادماه١٤٠١

)ص ۴‏( 1پاسخ:

38

درست یا نادرست بودن جملات زیر را مشخص کنید.
. ، در این صورت  الف( اگر  و 

. ب( برای دو عدد صحیح و ناصفر a‏ و b‏ اگر  و  ‌آن‌گاه 
، اگر باقی‌مانده تقسیم a‏ بر m‏ مساوی با r‏ باشد، در این صورت پ( برای هر دو عدد صحیح a‏ و b‏ و عدد طبیعی 

.
ت( بزرگ‌ترین مقسوم‌علیه مشترک دو عدد ۴‏ و ۲‏- برابر ۲‏- است.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-خردادماه١٤٠١

الف( نادرست )ص ۱‏۱‏(                                                ب( درست )ص ۳‏۱‏(1پاسخ:
پ( درست )ص ۱‏۲‏(                                                ت( نادرست )ص ۳‏۱‏(

39

در بین اعداد طبیعی ۱‏ تا  چند عدد وجود دارد که بر۴‏ بخش‌پذیر باشند ولی بر ۷‏ بخش‌پذیر
نباشند؟

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-شهریورماه١٤٠٠

1پاسخ:

)ص ۳‏۸‏( 

40

معادله سیاله  را حل کرده و جواب عمومی ‌آن‌‌را بنویسید.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-شهریورماه١٤٠٠

1پاسخ:

)ص ۹‏۲‏( 

41

اگر دو عدد  و  رقم یکان برابر داشته باشند، رقم یکان عدد  را به دست ‌آورید.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-شهریورماه١٤٠٠

)ص ۹‏۲‏( 1پاسخ:

۵|۴k + ١۲۵|١۶ + ۲۸k + ۶k۲

۲۵|١۶ + ۲۸k + ۶
۵|۴k + ١ ⇒ ۲۵|١۶ + ۸k + ١k۲

۵|۴k + ١ ⇒ ۲۵|۲۰k + ۵
→
+

k۲

n− ۵n + ۷n۲

n = ۲k ⇒ − ۵n + ۷ = ۴ − ١۰k + ۶ + ١ = ۲(۲ − ۵k + ۳) + ١ = ۲q + ١n۲ k۲ k۲

a|bb ≠ ۰|a| > |b|
(a|c, b|c)(∀m > ۰, a|m, b|m ⇒ c≤m)[a, b] = c

m

a r≡
m

(١≤n≤ ۲۰۰)۲۰۰

A = {١≤n≤ ۲۰۰|n = ۴k} ⇒ |A| = [ ] = ۵۰,B = {١≤n≤ ۲۰۰|n = ۷k}
۲۰۰
۴

A ∩ B = {١≤n≤ ۲۰۰|n = ۲۸k} ⇒ |A ∩ B| = [ ] = ۷
۲۰۰
۲۸

|A ∩ B '| = |A| − |A ∩ B| = ۵۰ − ۷ = ۴۳

۵x + ۲y = ١۸

۲y ١۸ y ۹ ۴ ⇒ y = ۵k + ۴ ⇒ ۵x + ۲(۵k + ۴) = ١۸≡
۵

− →−−
(۲,۵)=١

≡
۵

≡
۵

⇒ x = −۲k + ۲

(۳a − ۵)(۴a − ۷)(۹a + ۶)

۴a − ۷ ۳a − ۵ ⇒ a ۲ ⇒ ۹a + ۶ ۲۴ ۴ ⇒ r = ۴≡
١۰

≡
١۰

≡
١۰

≡
١۰

7



42

اگر a‏ عددی صحیح و دلخواه باشد، ثابت کنید همواره یکی از اعداد صحیح a‏ یا  یا  بر ۳‏ بخش‌پذیر
است.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-شهریورماه١٤٠٠

طبق الگوریتم تقسیم داریم:  که بر ۳‏ بخش‌پذیر است. یا1پاسخ:
 یا  که در هر دو مورد بر

۳‏ بخش‌پذیر هستند. )ص ۵‏۱‏(

43

، ثابت کنید a‏ عددی اول است. ،  و  اگر 

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-شهریورماه١٤٠٠

)ص ۲‏۱‏( 1پاسخ:

44

درست یا نادرست بودن جملات زیر را مشخص کنید.
. ، ‌آن‌‌گاه  الف( اگر  و  دو عدد طبیعی باشند که 

. ب( اگر  ‌آن‌گاه 
پ( اگر  باشد، ‌آن‌‌گاه باقی‌مانده‌های تقسیم دو عدد a‏ و b‏ بر m‏ مساوی‌اند.

ت( منظور از حل معادله هم‌نهشتی، پیدا کردن همه جواب‌های حقیقی است که در معادله  صدق کند.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-شهریورماه١٤٠٠

الف( درست )ص ۶‏۱‏(                        ب( نادرست )ص ۳‏۱‏(                        پ( درست )ص1پاسخ:
۹‏۲‏(                        ت( نادرست )ص ۴‏۲‏(

45

ثابت کنید حاصل جمع یک عدد گویا و یک عدد گنگ، عددی گنگ است.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-شهریورماه١٤٠٠

فرض کنیم r‏ یک عدد گویا و x‏ یک عدد گنگ است. نشان می‌دهیم که  یک عدد گنگ است.1پاسخ:
فرض خلف: فرض کنیم  گویا باشد. می‌دانیم تفاضل دو عدد گویا عددی گویا است. پس

 یعنی  و این با فرض گنگ بودن x‏ تناقض دارد. پس فرض خلف باطل و حکم
اثبات می‌شود. )ص ۵‏(

46

معادله سیاله  را حل کرده و جواب عمومی ‌آن‌را بنویسید.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-دی ماه١٤٠٠

1پاسخ:

)ص ۰‏۳‏( 

47

اگر در تقسیم، مقسوم و مقسوم‌علیه، هر دو بر عدد صحیح n‏ بخش‌پذیر باشند، ثابت کنید باقی‌مانده تقسیم نیز
همواره بر n‏ بخش‌پذیر است.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-دی ماه١٤٠٠

)ص ۷‏۱‏( 1پاسخ:

a + ۲a + ۴

a = ۳k

a = ۳k + ١ ⇒ a + ۲ = ۳(k + ١)a = ۳k + ۲ ⇒ a + ۴ = ۳(k + ۲)

a > ١a|۹k + ۴a|۵k + ۳

a|۹(۵k + ۳) − ۵(۹k + ۴) ⇒ a|۲۷ − ۲۰ ⇒ a|۷ a = ۷∈P−→
a>١

a|bm,nm≤n|am bn

a|b(a, b) = a

a b≡
m

ax b≡
m

r + x

r + x

r + x − r∈Qx∈Q

۶x + ۷y = ١۸۵

۶x ١۸۵ = ۲۳×۷ + ۲۴ ⇒ ۶x ۲۴ x ۴ ⇒ x = ۷k + ۴ ⇒ ۶(۷k + ۴) + ۷y≡
۷

≡
۷

− →−−
(۶,۷)=١

≡
۷

= ١۸۵ ⇒ y = −۶k + ۲۳

a = bq + r, ۰≤ r < b ⇒ a − bq = r ⇒ { ⇒ n|a − bq ⇒ n|r
n|a

n|b
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، برابر یک است. ثابت کنید باقی‌مانده تقسیم مربع هر عدد فرد بر 

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-دی ماه١٤٠٠

1پاسخ:

)ص ۵‏۱‏( 

49

اگر  و  دو عدد گنگ باشند ولی  گویا باشد، ثابت کنید  گنگ است.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-دی ماه١٤٠٠

فرض خلف: فرض کنیم  گویا باشد. می‌دانیم جمع دو عدد گویا عددی گویا است. پس1پاسخ:
. در نتیجه  و این با فرض گنگ بودن  تناقض دارد. . یعنی 

پس فرض خلف باطل و حکم اثبات می‌شود. )ص ۸‏(

50

عبارت مناسب را از داخل پرانتز انتخاب کنید.
الف( حاصل‌ضرب هر عدد گویای ناصفر در یک عدد گنگ، عددی )گنگ / گویا( است.

. ، برای هر  داریم:  ب( اگر دو عدد صحیح a‏ و b‏ داشته باشیم 
پ( اگر  ‌آن‌گاه ب. م. م دو عدد a‏ و b‏ برابر با  است.

ت( اگر  و  ‌آن‌‌گاه رابطه  برقرار خواهد بود.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-دی ماه١٤٠٠

الف( گنگ )ص ۵‏(                        ب(  )ص ۰‏۱‏(                        پ(  )ص1پاسخ:

۳‏۱‏(                        ت(  )ص ۲۲‏(

51

معادله  را حل کنید.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-خردادماه١٤٠٠

)ص ۰‏۳‏( 1پاسخ:

52

باقی‌مانده تقسیم عدد  را بر ۷‏ بیابید.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-خردادماه١٤٠٠

)ص ۱‏۲‏( 1پاسخ:

53

ثابت کنید اگر:  عددی اول باشد، ‌آن‌‌گاه به یکی از دو صورت  یا  نوشته
می‌شود.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-خردادماه١٤٠٠

1پاسخ:

در حالت ۱‏ و ۳‏، p‏ عددی زوج است که با اول بودن ‌آن تناقض دارد. بنابراین اعداد اول به فرم ۲‏ یا ۴‏
خواهند بود.

)ص ۵‏۱‏(

۸

⇒ r = ١

αβα + βα − β

α − β

(α + β) + (α − β) ∈Q۲α∈Qα∈Qα

a|bm∈Z(a| mb / ma |b)
a|b(a/ |a| )

ac bc≡
m

(c,m) = d(a b/ a b)≡
m

≡
m

d

a| mb|a|

a b≡
m

d

۷x ١≡
۴

۷x ١ ⇒ ۷x ۴×۵ + ١ ⇒ ۷x ۲١ ⇒ x ۳ ⇒ x = ۴k + ۳≡
۴

≡
۴

≡
۴

≡
(۷,۴)=١

≡
۴

A = ×۹ + ١١(١۰۰۰)
۲۵

١۰۰۰ −١ ⇒ ×۹ + ١١ ×۹ + ١١ ۲ ⇒ r = ۲≡
۷

(١۰۰۰)
۲۵

(−١)≡
۷ ۲۵

≡
۷

p≥ ۵p = ۴k + ١p = ۴k + ۳

p = ۴k(١), p = ۴k + ١(۲), p = ۴k + ۲ = ۲(۲k + ١)(۳), p = ۴k + ۳(۴)
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به روش بازگشتی ثابت کنید حاصل‌ضرب هر دو عدد حقیقی، کوچک‌تر یا مساوی نصف مجموع مربعات ‌آن‌‌ها است.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-خردادماه١٤٠٠

1پاسخ:

گزاره همواره درست )ص ۸‏(

55

جاهای خالی را با عدد یا کلمه مناسب پر کنید.
الف( a‏ و b‏ اعدادی صحیح و a‏ مخالف صفر است. اگر  ‌آن‌‌گاه عدد ....... شمارنده عدد ....... است.

ب( m‏ عددی صحیح است. حاصل  برابر با ....... است.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-خردادماه١٤٠٠

الف( عدد a‏ شمارنده عدد b‏ است. )ص ۹‏(                        ب(  )ص ۷‏۱‏(1پاسخ:

56

درست یا نادرست بودن گزاره‌های زیر را مشخص کنید.
الف( حاصل‌ضرب سه عدد طبیعی متوالی بر ۶‏ بخش‌پذیر است.

ب( هیچ عدد صحیحی مانند x‏ و y‏ وجود ندارند که رابطه  برقرار باشد.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-خردادماه١٤٠٠

( )ص ۸‏(1پاسخ: الف( درست )ص ۷‏۱‏(                                                ب( نادرست )

57

معادله هم‌نهشتی  را حل کرده و جواب عمومی ‌آن‌را به دست ‌آورید.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-دی ماه٩٩

)ص ۰‏۳‏( 1پاسخ:

58

باقی‌مانده تقسیم  را بر ۴‏ به دست ‌آورید.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-دی ماه٩٩

)ص ۹‏۲‏( 1پاسخ:

59

اگر a‏ عددی طبیعی باشد، حاصل  را به دست ‌آورید.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-دی ماه٩٩

1پاسخ:

)ص ۶‏۱‏(

xy ≤ ⇔ ۲ xy ≤ + ⇔ + − ۲ xy ≥ ۰ ⇔ ≥ ۰
+x۲ y۲

۲
x۲ y۲ x۲ y۲ (x − y)۲

a|b

(۲m, ۶ )m۳

۲m

+ =x۲ y۲ (x + y)۲

x = ۰ ← −−−−
مثال نقض

۸x ۲۰≡
١۲

۸x ۲۰ ۳۲ x ۴ ⇒ x = ۳k + ۴≡
١۲

≡
١۲

− →−−
(۸,١۲)=۴

≡
=۳

١۲

۴

( + ١۹)۳۸۳۶

۳۸ ۲ ⇒ ۴ ۰ ⇒ ۰, ١۹ ۳ ⇒ + ١۹ ۳≡
۴

۳۸۲ ≡
۴

≡
۴

۳۸۳۶ ≡
۴

≡
۴

۳۸۳۶ ≡
۴

(۵a + ۴, ۲a + ۳)

(۵a + ۴, ۲a + ۳) = d ⇒ ⇒ d|−۲(۵a + ۴) + ۵(۲a + ۳) ⇒ d|۷ ⇒ d = ١ یا ۷
d|۲a + ۳
d|۵a + ۴

10
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اگر باقی‌مانده تقسیم اعداد a‏ و b‏ بر ۷‏۱‏ برابر ۵‏ و ۳‏ باشد، در این صورت باقی‌مانده تقسیم عدد  بر ۷‏۱‏ را
بیابید.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-دی ماه٩٩

1پاسخ:

)ص ۴‏۱‏(

61

اگر  و  دو عدد گنگ باشند ولی  گویا باشد، با استفاده از برهان خلف ثابت کنید  گنگ است.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-دی ماه٩٩

فرض خلف:  گویاست. )ص ۸‏(1پاسخ:

)تناقض با فرض( 

62

گزاره‌های درست را مشخص کرده و برای گزاره‌های نادرست، مثال نقض ارائه کنید.
الف( برای هر عدد طبیعی n‏ بزرگ‌تر از ۱‏، عدد  اول است.

. ، اگر  ‌آن‌‌گاه  ب( برای دو عدد طبیعی a‏ و 
. پ( معادله هم‌نهشتی  دارای جواب است اگر و تنها اگر 

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-دی ماه٩٩

الف( نادرست )ص ۳‏(1پاسخ:
ب( درست )ص ۳‏۱‏(
پ( درست )ص ۵‏۲‏(

63

درست یا نادرست بودن عبارت زیر را مشخص کنید.
. معادله هم‌نهشتی  دارای جواب است اگر و تنها اگر 

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-دی ماه٩٨

نادرست )ص ۵‏۲‏(1پاسخ:

64

. فرض کنید  اگر  ثابت کنید: 

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-شهریورماه٩٩

1پاسخ:

)ص ۹‏۲‏( 

(۲a − ۵b)

a = ١۷q + ۵

b = ١۷q ' + ۳

αβα + βα − β

α − β

⇒ ۲α = m + n ⇒ α = ⇒ α∈Q
α − β = m∈Q

α + β = n∈Q

m + n

۲

− ١۲n

ba|b[a, b] = |b|

ax b≡
m

(a, b)|m

n = ۴ ⇒ − ١ = ١۵ ∉ P۲۴

ax b≡
m

(a, b)|m

a, b∈Z,m∈Nn∈N, a b≡
m

an ≡
m

bn

a b ⇒ m|a − b ⇒ m|(a − b)( + b+. . . + ) ⇒ m| −≡
m

an−١ an−۲ bn−١ an bn

⇒ an ≡
m

bn
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معادله سیاله  را حل کنید.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-شهریورماه٩٩

)ص ۷‏۲‏( 1پاسخ:

66

رقم یکان عدد  را به دست ‌آورید.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-شهریورماه٩٩

1پاسخ:

رقم یکان برابر ۵‏ است. )ص ۹‏۲‏(

67

اگر باقی‌مانده تقسیم اعداد m‏ و n‏ بر ۷‏۱‏ به‌ترتیب ۵‏ و ۳‏ باشد، در این صورت باقی‌مانده تقسیم عدد 
بر ۷‏۱‏ را محاسبه کنید.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-شهریورماه٩٩

)ص ۴‏۱‏( 1پاسخ:

68

ثابت کنید اگر  عددی اول باشد، ‌آن‌‌گاه به یکی از دو صورت  یا 
نوشته می‌شود.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-شهریورماه٩٩

هرگاه p‏ را بر ۶‏ تقسیم کنیم، خواهیم داشت:1پاسخ:

p‏ در حالات ۱‏، ۳‏ و ۵‏ زوج و در ۴‏ بر ۳‏ بخش‌پذیر است که با اول بودن p‏ تناقض دارد. بنابراین فقط در
، p‏ می‌تواند عددی اول باشد که حکم اثبات می‌شود. )ص ۵‏۱‏( حالات ۲‏ یا 

69

. . نشان دهید  فرض کنیم a‏ و n‏ دو عدد طبیعی باشند به طوری‌که  و 

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-شهریورماه٩٩

)ص ۱‏۱‏( 1پاسخ:

70

. ثابت کنید اگر a‏ و b‏ دو عدد حقیقی نامنفی باشند، داریم: 

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-شهریورماه٩٩

1پاسخ:

نابرابری ‌آخر برای a‏ و b‏ نامنفی همیشه درست است. اثبات بازگشتی و حکم برقرار است. )ص ۷‏(

۲x + ۵y = ١۹

۲x ١۹ ۴ x ۲ ⇒ x = ۵k + ۲ ⇒ y = −۲k + ۳≡
۵

≡
۵

− →−−
(۲,۵)=١

≡
۵

( + ۷)۲١١

۲ ⇒ ⇒ ۸ ⇒ + ۷ ١۵ ١۵۲۵ ≡
١۰

۲١۰
≡
١۰

۲۲ ۲١١
≡
١۰

۲١١
≡
١۰

≡
١۰

(۲m − ۵n)

⇒ (۲m − ۵n) = ١۷(۲q − ۵q ') − ۵
m = ١۷q + ۵(q∈Z)

n = ١۷q ' + ۳(q ' ∈Z)

⇒ (۲m − ۵n) = ١۷(۲q − ۵q ' − ١) + ١۲ ⇒ r = ١۲

p > ۳p = ۶k + ١(k∈W), p = ۶k + ۵

p = ۶k(١), p = ۶k + ١(۲), p = ۶k + ۲ = ۲(۳k + ١) (۳)

p = ۶k + ۳ = ۳(۲k + ١)(۴), p = ۶k + ۴ = ۲(۳k + ۲)(۵), p = ۶k + ۵(۶)

۶

a|۳n + ۴a|۲n + ۳a = ١

⇒ a|−۲(۳n + ۴) + ۳(۲n + ۳) ⇒ a|١ ⇒ a = ±١ a = ١
a|۳n + ۴
a|۲n + ۳

−→−
a ∈N

≥
a + b

۲
ab−−√

≥ ⇔ a + b≥ ۲ ⇔ a + b − ۲ ≥ ۰ ⇔ ≥ ۰
a + b

۲
ab
−−

√ ab
−−

√ ab
−−

√ ( − )a−−√ b√
۲

12
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درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید.
. ، داریم:  الف( برای هر دو عدد حقیقی x‏ و 

. ب( اگر a‏ و b‏ دو عدد حقیقی باشند و  ‌آن‌‌گاه  یا 
. پ( اگر  داریم: 

ت( حاصل‌جمع هر دو عدد گنگ، عددی گنگ است.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-شهریورماه٩٩

الف( نادرست )ص ۳‏(                        ب( درست )ص ۴‏(                        پ( نادرست )ص1پاسخ:
۷‏(                        ت( نادرست )ص ۳‏(

72

، چند عدد وجود دارد که بر ۶‏ یا ۰‏۱‏ بخش‌پذیر است؟ ، به طوری‌که  در بین اعداد طبیعی مانند 

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-خردادماه٩٩

)مشابه کار در کلاس ص ۶‏۷‏( 1پاسخ:

73

. اگر x‏ و y‏ دو عدد حقیقی مثبت باشند، ثابت کنید 

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-خردادماه٩٩

1پاسخ:

چون رابطه ‌آخر درست است، پس با بازگشت روابط ، حکم مسأله درست است. )قسمت الف تمرین ۱‏
ص ۸‏(

74

معادله هم‌نهشتی  را حل کرده و جواب عمومی ‌آن‌را بنویسید.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-خردادماه٩٩

1پاسخ:

)مشابه سؤال ۴‏۱‏ ص ۰‏۳‏(

75

باقی‌مانده تقسیم  بر ۵‏۱‏ را به دست ‌آورید.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-خردادماه٩٩

1پاسخ:

)مشابه سوال ۸‏ و ۹‏ ص ۹‏۲‏(

y= +x + y− −−−−√ x−−√ y√
ab = ۰a = ۰b = ۰

a, b∈Ra < b ⇔ <a۲ b۲

n١≤n≤ ١۰۰

A = {n∈N|١≤n≤ ١۰۰,n = ۶k} ⇒ |A| = = ١۶
⎡

⎣

١۰۰

۶

⎤

⎦

B = {n∈N|١≤n≤ ١۰۰,n = ١۰k} ⇒ |B| = = ١۰
⎡

⎣

١۰۰

١۰

⎤

⎦

A ∩ B = {n|١≤n≤ ١۰۰,n = ۳۰k} ⇒ |A ∩ B| = = ۳
⎡

⎣

١۰۰

۳۰

⎤

⎦

⇒ |A ∪ B| = ١۶ + ١۰ − ۳ = ۲۳

+ ≥ ۲
x

y

y

x

+ ≥ ۲ ⇔ ≥ ۲ ⇔ + ≥ ۲xy ⇔ ≥ ۰
x

y

y

x

+x۲ y۲

xy
x۲ y۲ (x − y)۲

۵x ۲≡
١١

۲ ۳۵ ⇒ ۵x ۳۵ x ۷ ⇒ x = ١١k + ۷≡
١١

≡
١١

− →−−
(÷۵)

(۵,١١)=١
≡
١١

۷۳۰

= ۴۹ ۴ ⇒ ١۶ ١ ⇒ ١ ۴۷۲ ≡
١۵

۷۴ ≡
١۵

≡
١۵

۷۲۸ ≡
١۵

− →−−
× ۴۷۲≡

١۵

۷۳۰ ≡
١۵
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. ، ثابت کنید  یا  ،  و  اگر 

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-خردادماه٩٩

)مثال ص ۲‏۱‏( 1پاسخ:

77

اگر باقی‌مانده تقسیم عدد a‏ بر ۴‏ برابر ۳‏ باشد، در این صورت باقی‌مانده تقسیم عدد  بر ۸‏ را به دست
‌آورید.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-خردادماه٩٩

)مشابه مثال ص ۴‏۱‏( 1پاسخ:

78

گزاره درست را اثبات کنید و برای گزاره نادرست، مثال نقض ارائه دهید.
الف( مجموع هر دو عدد گنگ، عددی گنگ است.

ب( اگر از مربع عددی فرد یک واحد کم کنیم، حاصل همواره بر ۸‏ بخش‌پذیر است.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-خردادماه٩٩

الف( نادرست )مشابه قسمت ت کار در کلاس ص ۳‏(1پاسخ:

ب( درست )مسأله ۳‏ ص ۵‏۱‏(

79

جواب‌های عمومی معادله سیاله خطی  را به دست ‌آورید.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-دی ماه٩٨

1پاسخ:

)ص ۹‏۲‏( 

80

ثابت کنید می‌توان دو طرف یک رابطه هم‌نهشتی را در عددی صحیح ضرب کرد، به عبارتی دیگر، برای اعداد صحیح
. ، اگر  ‌آن‌‌گاه   و عدد طبیعی 

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-دی ماه٩٨

)ص ۹‏۱‏( 1پاسخ:

81

باقی‌مانده تقسیم  را بر ۷‏۱‏ به دست ‌آورید.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-دی ماه٩٨

)ص ۹‏۲‏( 1پاسخ:

82

فرض کنید a‏ عددی طبیعی باشد، حاصل  را به دست ‌آورید.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-دی ماه٩٨

)ص ۷‏۱‏( 1پاسخ:

n∈Nn|۹k + ۷n|۷k + ۶n = ١n = ۵

⇒ n|−۶۳k − ۴۹ + ۶۳k + ۵۴ ⇒ n|۵ n = ١ یا ۵
n|۹k + ۷×(−۷)

n|۷k + ۶
−→−
n ∈N

۲a + ۳

a = ۴q + ۳ ⇒ ۲a + ۳ = ۸q + ۹ = ۸(q + ١) + ١ = ۸q ' + ١ ⇒ r = ١

, − , + (− ) = ۰ ∉۲
−−

√ ۲
−−

√ ∈Qc ۲
−−

√ ۲
−−

√ Qc

− ١ = ۴ + ۴k + ١ − ١ = ۴k(k + ١) = ۴×۲q = ۸q(۲k + ١)۲ k۲

۹x + ١۳y = ۷

١۳y ۷, (١۳ ۴, ۷ ١۶) → ۴y ١۶ y ۴≡
۹

≡
۹

≡
۹

≡
۹

− →−−
(۴,۹)=١

≡
۹

y = ۹k + ۴, x = −١۳k − ۵

c, b, ama b≡
m

ac bc≡
m

a b ⇒ m|a − b ⇒ m|c(a − b) ⇒ m|ac − bc ⇒ ac bc≡
m

≡
m

١۳
۲۲

١۳ −۴ → ١۶ −١ → −١ r = ١۶≡
١۷

١۳
۲

≡
١۷

≡
١۷

١۳
۲۲

≡
١۷

− →−−
−١ ١۶≡

١۷

[۲١ , ۳۵ ]a۲ a۳

A = ۲١ = ۳×۷× ,B = ۳۵ = ۵×۷× ⇒ [A,B] = ١۰۵a۲ a۲ a۳ a۳ a۳
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، در دو شرط  و  صدق کند، مقدار a‏ را بیابید. اگر عدد طبیعی 

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-دی ماه٩٨

)ص ۱‏۱‏( 1پاسخ:

84

. به روش بازگشتی ثابت کنید، اگر  ‌آن‌‌گاه 

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-دی ماه٩٨

1پاسخ:

همواره برقرار است، پس با برگشت روابط حکم برقرار می‌باشد. )ص ۷‏(

85

چند عدد طبیعی مانند n‏ به طوری‌که  وجود دارد که بر هیچ‌یک از اعداد ۴‏ و ۶‏ بخش‌پذیر نباشد.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-شهریور٩٨

1پاسخ:

)ص ۴‏۸‏( 

. توجه: تعداد مضارب k‏ از ۱‏ تا n‏ برابر است با 

86

درست یا نادرست بودن عبارت زیر را مشخص کنید.
. اگر  ‌آن‌‌گاه 

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-دی ماه٩٨

درست )ص ۳‏۱‏(1پاسخ:

87

با تبدیل معادله سیاله خطی  به معادله هم‌نهشتی و حل ‌آن‌، جواب‌های عمومی این
معادله را بیابید.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-شهریور٩٨

1پاسخ:

)ص ۷‏۲‏( 

88

باقی‌مانده تقسیم  را بر ۳‏۱‏ بیابید.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-شهریور٩٨

1پاسخ:

)ص ۱‏۲‏(

a > ١a|۴k + ۹a|۶k + ١۴

⇒ a|−۶(۴k + ۹) + ۴(۶k + ١۴) ⇒ a|۲ a = ۲
a|۴k + ۹

a|۶k + ١۴
−→
a>١

a > ۰a + ≥ ۲
١
a

a + ≥ ۲ ⇔ + ١≥ ۲a ⇔ − ۲a + ١≥ ۰ ⇔ ≥ ۰
١
a

a۲ a۲ (a − ١)۲

١≤n≤ ۳۵۰

∩ = = |S| − − + ∩∣∣Ā̄̄ ١ Ā̄̄ ۲ ∣∣ ∣∣ ∪A١ A۲
¯ ¯¯̄¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄ ∣∣ ∣∣A١ ∣∣ ∣∣A۲ ∣∣ ∣∣A١ A۲ ∣∣

= ۳۵۰ − [ ] − [ ] + = ۲۳۴
۳۵۰
۴

۳۵۰
۶

⎡

⎣
۳۵۰

١۲

⎤

⎦

[ ]n
k

a|b[a, b] = |b|

۲۰۰۰x + ۵۰۰۰y = ۲۹۰۰۰

۲x + ۵y = ۲۹ ⇒ ۲x ۲۹ ⇒ ۲x ۴ ⇒ x = ۵k + ۲≡
۵

≡
۵

y = −۲k + ۵

+ ١۹(۲۷)۷

۲۷ ١ ⇒ ⇒ + ١۹ + ١۹ = ۲۰ ⇒ + ١۹ ۷≡
١۳

(۲۷)
۷

≡
١۳

١۷ (۲۷)
۷

≡
١۳

١۷ (۲۷)
۷

≡
١۳
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برای هر سه عدد حقیقی  ثابت کنید:                        

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-شهریور٩٨

1پاسخ:

چون نابرابری ‌آخری همواره درست است پس با بازگشت روابط حکم برقرار است. )ص ۱‏۱‏(

90

جای خالی را پر کنید.
 اگر و تنها اگر دو شرط زیر برقرار باشند:
                                                ۲‏(  ۱‏( 

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-شهریور٩٨

1پاسخ:

91

درستی یا نادرستی گزاره‌های زیر را تعیین کنید.
الف( مجموع هر دو عدد فرد، عددی زوج است.

ب( برای هر عدد طبیعی n‏ بزرگ‌تر از ۱‏، عدد  اول است.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-شهریور٩٨

الف( درست                                                ب( نادرست )ص ۳‏(1پاسخ:

92

جواب عمومی معادله  را به دست ‌آورید.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-تیرماه ٩٨ ویژه مناطق آسیب دیده از سیل

1پاسخ:

)صفحه: ۵‏۲‏(                         

93

. ، ثابت کنید:  اگر عددی مانند  در  باشد، به طوری‌که 

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-تیرماه ٩٨ ویژه مناطق آسیب دیده از سیل

1پاسخ:

94

گزاره زیر را به روش بازگشتی )گزاره‌های هم‌ارز( ثابت کنید.

) )برای هر عدد حقیقی  داریم: 

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-تیرماه ٩٨ ویژه مناطق آسیب دیده از سیل

)صفحه: ۷‏(1پاسخ:

x, y, z+ + ≥ xy + yz + xzx۲ y۲ z۲

+ + ≥ xy + yz + xz ⇔ ۲ + ۲ + ۲ ≥ ۲xy + ۲yz + ۲ xzx۲ y۲ z۲ x۲ y۲ z۲

⇔ ( + − ۲ xy ) + ( + − ۲ yz ) + ( + − ۲ xz ) ≥ ۰x۲ y۲ y۲ z۲ x۲ z۲

⇔ + + ≥ ۰(x − y)۲ (y − z)۲ (x − z)۲

[a, b] = c

a |c, b| c∀m > ۰, . . .

∀m > ۰, a |m, b|m ⇒ c≤m

− ١۲n

۴x ١۷≡
۵

۴x ١۷ → ۴x ۲ (۰/۲۵) → ۴x ۲ + ١۰ (۰/۲۵) ⇒ ۴x ١۲ x ۳ (۰/۲۵)≡
۵

≡
۵

≡
۵

≡
۵

− →−−
(۴,۵)=١

≡
۵

⇒ x = ۵k + ۳ (۰/۲۵)

kZ۵|۴k + ١۲۵| + ۲۸k + ۶١۶k
۲

+ ۲۸k + ۶ (۰/۲۵) (١۶ : (صفحه

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

۵|۴k + ١ ۲۵| + ۸k + ١ (۰/۵)→
()

۲

١۶k
۲

۵|۴k + ١ ۲۵| ۲۰k + ۵ (۰/۵)→
×۵

→
+

۲۵|١۶k
۲

a > ۰a + ≥ ۲
١
a

a + ≥ ۲ ⇔ + ١≥ ۲a (۰/۲۵) ⇔ + ١ − ۲a ≥ ۰ (۰/۲۵) ⇔ ≥ ۰
١
a

a۲ a۲ (a − ١)۲

16



95

ثابت کنید حاصل جمع یک عدد گویا و یک عدد گنگ عددی گنگ است.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-تیرماه ٩٨ ویژه مناطق آسیب دیده از سیل

فرض کنیم که  یک عدد گویا و  یک عدد گنگ باشد نشان می‌دهیم که  یک عدد گنگ است1پاسخ:

فرض خلف اگر  گنگ نباشد  بنابراین عددی گویا است از طرفی میدانیم که تفاضل دو
عدد گویا، گویا است  پس تفاضل  و  باید عددی گویا باشد یعنی  و از

‌آنجا   که با فرض ما در تناقض است در نتیجه فرض خلف باطل است و حکم ثابت
می‌گردد 

روش دوم:

 

تناقض با گنگ بودن y‏ 

96

در جای خالی عبارت ریاضی مناسب قرار دهید.
حاصل عبارت  برابر ....... خواهد شد.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-تیرماه ٩٨ ویژه مناطق آسیب دیده از سیل

۲‏۱‏1پاسخ:

97

با تبدیل معادله سیاله خطی  به معادله هم نهشتی و حل ‌آن، جوابهای عمومی این معادله را
بیابید.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-خردادماه ٩٨

                        1پاسخ:

)صفحه: ۵‏۲‏(                         

rxr + x

(۰/۲۵)

r + x(۰/۲۵)

(۰/۲۵)r + xrr + x − r∈Q

(۰/۲۵)x∈Q

(۰/۲۵)

فرض خلف : x + y = گنگ نیست
گویا = x = ;m n∈Zmو

n

گنگ = y

⇒ x + y = گویا = , a, b∈Z ⇒ + y = ⇒ y = −
a

b

m

n

a

b

a

b

m

n

⇒

[١۲, (۶, ۸)]

۵x + ۲y = ١۸

y ۹ (۰/۵) ⇒ y ۹ ۴ (۰/۲۵)− →−−
(۲,۵)=١

≡
۵

≡
۵

≡
۵

y = ۵k + ۴ (۰/۲۵) و x = −۲k + ۲(۰/۲۵)

17



98

اگر در یک سال، شنبه روز اول مهر باشد، در این صورت با استفاده از هم نهشتی تعیین کنید ۲‏۱‏ بهمن، در همان
سال چه روزی از هفته است؟

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-خردادماه ٩٨

روز اول مهر، شنبه را برابر صفر در نظر می‌گیریم ۹‏۲‏ روز در مهر و سه ماه ‌آبان و ‌آذر و دی و ۱۲‏ بهمن،1پاسخ:
فاصله اول مهر تا ۲‏۱‏ بهمن است، پس داریم:

                        

که متناظر این عدد در جدول روز پنج‌شنبه را نشان می‌دهد.                          )صفحه ۴‏۲‏(

99

اگر باقی‌مانده تقسیم  و  بر ۳‏۱‏ به ترتیب اعداد ۲‏ و ۹‏ باشد در این صورت باقی‌مانده تقسیم عدد  بر
۳‏۱‏ را بدست ‌آورید.

سوالات امتحانات نهایی متوسطه-دوازدهم-خردادماه ٩٨

1پاسخ:

)صفحه‌ی: ۴‏۱‏(

(۰/۲۵)

۲۹ + ۳۰ + ۳۰ + ۳۰ + ١۲ = ١۳١ → ١۳١ ۵ (۰/۵)≡
۷

(۰/۲۵)

mn۵n − ۳m

(۰/۵) (۰/۵) → ۵n − ۳m = ١۳q ' + ۳۹(۰/۲۵)
m = + ۲١۳q

١

n = + ۹١۳q
۲

۳m = ١۳( ) + ۶۳q١

۵n = ١۳( ) + ۴۵۵q۲

→ ۵n − ۳m = ١۳q ' ' + ۰ → r = ۰(۰/۲۵)

18



1

)ص ۹‏۲‏( 

2

)ص ۱‏۱‏( 

)ص ۷‏( 3
همواره برقرار 

گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است. )ص ۵‏۲‏(4

گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است. )ص ۹‏۲‏(5

گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است. )ص ۹‏۲‏(6

نادرست - با درنظر گرفتن صفر به عنوان عدد گویا و انتخاب هر عدد گنگی، حاصل‌ضرب صفر است که گویا می‌شود. )ص7
۵‏(

درست )ص ۳‏(                        8

b‏ )ص ۳‏۱‏(9

۴‏ )ص ۴‏۱‏(10

)ص ۰‏۳‏( 11

)ص ۱‏۲‏( 12

)ص ۶‏۱‏( 13

14

که با فرض سؤال در تناقض است. )ص ۶‏۱‏(

15

این رابطه همواره برقرار است. )ص ۸‏(

الف( نادرست )ص ۵‏(                        ب( نادرست )ص ۱‏۱‏(                        ج( درست )ص ۵‏۲‏(                        د(16
درست )ص ۳‏۱‏(

⇒ A ۲ + ۲۴ + ۰ ⇒ A ۲۶ ۶≡
١۰

≡
١۰

≡
١۰

a|b ⇒ b = aq, q ∈Z ⇒ |b| = |a| |q|

q ∈Z, q ≠ ۰ ⇒ |q| ≥ ١ ⇒ |a| |q| ≥ |a| ⇒ |b| ≥ |a|

+ ≥ − ab ⇔ + + ab ≥ ۰ ⇔ ۲ + ۲ + ۲ ab ≥ ۰a۲ b۲ a۲ b۲ a۲ b۲

⇔ + + ( + + ۲ ab ) ≥ ۰ ⇔ + + ≥ ۰a۲ b۲ a۲ b۲ a۲ b۲ (a + b)۲

۲k×(۲k + ۲) + ١ = ۴ + ۴k + ١ =k۲ (۲k + ١)۲

(١ + ۴ + ۰ + ۲)x ١ + ١ ⇒ ۷x ۲ ⇒ ۷x −۷ x −١ ⇒ x = ۹k − ١≡
۹

≡
۹

≡
۹

− →−−
(۷,۹)=١

≡
۹

۶۳ −١ ⇒ ١ ⇒ A ۲ ⇒ r = ۲≡
١۶

۶۳١۴ ≡
١۶

≡
١۶

۷|۲k + ١ ⇒ { ⇒ ۴۹|۴ − ١۰k − ۶
۴۹|۴ + ۴k + ١k۲

۴۹|١۴k + ۷
k۲

b = ۲k, b|a + ۲ ⇒ a + ۲ = bq ⇒ a = ۲t

۲ + ۲xy + ≥ ۴x − ۴ ⇔ + ۲xy + + − ۴x + ۴≥ ۰ ⇔ + ≥ ۰x۲ y۲ x۲ y۲ x۲ (x + y)۲ (x − ۲)۲

1



17

)ص ۸‏۲‏( 

)ص ۶‏۱‏( 18

)ص ۱‏۱‏( 19

20

همواره بدیهی است. )ص ۸‏(

چون  معادله جواب دارد. )ص ۰‏۳‏(21

می‌دانیم  و  و  و  و  و ...  پس داریم: )ص ۹‏۲‏(22

می‌دانیم مربع هر عدد فرد، به صورت  می‌باشد  پس داریم: )ص ۶‏۱‏(23

)ص ۱‏۱‏( 24

25

)ص ۸‏ و ۷‏( این رابطه بازگشتی همواره بدیهی است

                                                ب( نسبت به هم اول )ص ۳‏۱‏(26 الف( 
پ( مینیمال )ص ۶‏۴‏(                                                ت( ۱‏۲‏ )ص ۸‏۳‏(

الف( درست                        ب( نادرست                        پ( نادرست                        ت( درست27

28

)ص ۸‏۲‏( 

١۵x ۷ ⇒ ١۵x ۴۵ x ۳ ⇒ x = ١۹k + ۳≡
١۹

≡
١۹

− →−−−
(١۵,١۹)=١

≡
١۹

x = ۹۸−→
k=۵

a = ۲۰q ' − ١ ⇒ a = ۲۰q ' ' + ١۹

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

a = ۵ + ۴ ۴a = ۲۰ + ١۶q١ →
×۴

q١

a = ۴ + ۳ ۵a = ۲۰ + ١۵q۲ →
×۵

q۲

→
−

{ { ⇒ a|١١ ⇒ a = ١, a = ١١
a|۲m + ۳
a|m + ۷

→
×۲ a|۲m + ۳

a|۲m + ١۴

+ + ١≥ ۲xy − ⇔ + − ۲xy + + ١≥ ۰ ⇔ + + ١≥ ۰x
۲

y
۲

z
۲

x
۲

y
۲

z
۲ (x − y)

۲
z
۲

(١۲, ۸)|۲۰

۴x ١۰ ⇒ ۴x ۴ ⇒ x ١ ⇒ x = ۳k + ١≡
۶

≡
۶

≡
۳

١! ١≡
١۵

۲! ۲≡
١۵

۳! ۶≡
١۵

۴! ۹≡
١۵

۵! ۰≡
١۵

۲۰۰! ۰≡
١۵

١! + ۲! + ۳! + ۴! + ۵!+. . . +۲۰۰! ١ + ۲ + ۶ + ۲۴ + ۰ + ۰+. . . +۰ ۳≡
١۵

≡
١۵

۸k + ١(k∈Z)

{ ⇒ + + ۵ = ۸k + ١ + ۸k ' + ١ + ۵ ⇒ + + ۵ = ۸k ' ' + ۷ ⇒ r = ۷
= ۸k + ١a۲

= ۸k ' + ١b۲
a۲ b۲ a۲ b۲

⇒ a|۵(۶m + ۵) − ۶(۵m + ۴) ⇒ a|١ ⇒ a = ±١
a|۶(۵m + ۴)

a|۵(۶m + ۵)

+ ١≥ − ۲x(y + x + ١) ⇔ + + ۲xy + + ۲x + ١≥ ۰ ⇔ + ≥ ۰y۲ x۲ y۲ x۲ (x + ١)۲ (x + y)۲

⇒

m۲

۵x + ۳y = ۴۲ ⇒ ۵x ۴۲ ۰ ⇒ x ۰ ⇒ x = ۳k ⇒ ۵(۳k) + ۳y = ۴۲ ⇒ y = −۵k + ١۴≡
۳

≡
۳

≡
۳

⇒ { ;{ ;{
x = ۰

y = ١۴
x = ۳
y = ۹

x = ۶
y = ۴

2



عدد n‏ رقمی  را بسط می‌دهیم و در هم‌نهشتی به پیمانهٔ ۹‏ به جای هر توان ۰‏۱‏ عدد ۱‏ را قرار29
می‌دهیم، داریم: )ص ۲‏۲‏(

)ص ۴‏۱‏( 30

)ص ۲‏۱‏( 31

اگر  زوج نباشد )فرض خلف( پس عددی فرد است، پس هر سه عامل  و32
 و  هم باید فرد باشد. در نتیجه مجموع ‌آن‌ها هم باید فرد باشد.
اما با توجه به فرض مسأله: مجموع این سه عبارت برابر صفر است که عددی زوج است.

با توجه به تناقض ایجاد شده، فرض خلف باطل و حکم ثابت می‌شود. )ص ۶‏(

الف( نادرست، مثال نقض  )ص ۳‏(33
ب( درست، اثبات:                        

)ص ۸‏(

فاصله ۱‏ متر تا ۲‏۱‏ بهمن برابر است با: ۹‏۲‏ روز در مهر ماه و سه ماه ‌آبان، ‌آذر و دی و ۲‏۱‏ روز تا ۲‏۱‏ بهمن، یعنی34

. بنابراین طبق جدول زیر ۲‏۱‏ بهمن پنج‌شنبه است. )ص ۴‏۲‏( . از طرفی 

35

)ص ۱‏۲‏( 

)ص ۶‏۱‏( 36

)ص ۴‏( 37

الف( نادرست )ص ۱‏۱‏(                                                ب( درست )ص ۳‏۱‏(38
پ( درست )ص ۱‏۲‏(                                                ت( نادرست )ص ۳‏۱‏(

A = . . .an−١an−۲ a۰

A = × +. . . +. . . +. . . + + ١۰ + ١ ⇒ A ١× +. . . +١× +١۰
n−١

an−١ ١۰
۲
a۲ a١ a۰ ≡

۹
an−١ a١ a۰

⇒ A +. . . + +≡
۹
an−١ a١ a۰

⇒ ⇒ a = ۴۲(q − q ' − ١) + ۳۳ ⇒ r = ۳۳a = ۶q + ۳
a = ۷q ' + ۵

۷a = ۴۲q + ۲١

۶a = ۴۲q ' + ۳۰

{ ⇒ ⇒ a|۷ ⇒ a = ١ ∨ a = ۷
a|۵k + ۹

a|۸k + ١۳
a|۴۰k + ۷۲
a|۴۰k + ۶۵

( − )( − )( − )a١ b١ a۲ b۲ a۳ b۳( − )a١ b١

( − )a۲ b۲( − )a۳ b۳

n = ۳

a = ۲k + ١ ⇒ = = ۲(۲ + ۲k) + ١ = ۲k ' + ١a۲ (۲k + ١)۲ k۲

۲۹ + ۳×۳۰ + ١۲ = ١۳١١۳١ ۵≡
۷

۲۷ = ١۳×۲ + ١ ⇒ ۲۷ ١ ⇒ ١, ١۸ = ١۳×١ + ۵, ١۸ ۵≡
١۳

(۲۷)۲۰ ≡
١۳

≡
١۳

⇒ + ١۸ ١ + ۵ ⇒ r = ۶(۲۷)۲۰ ≡
١۳

۲۵|١۶ + ۲۸k + ۶
۵|۴k + ١ ⇒ ۲۵|١۶ + ۸k + ١k۲

۵|۴k + ١ ⇒ ۲۵|۲۰k + ۵
→
+

k۲

n = ۲k ⇒ − ۵n + ۷ = ۴ − ١۰k + ۶ + ١ = ۲(۲ − ۵k + ۳) + ١ = ۲q + ١n۲ k۲ k۲

3



39

)ص ۳‏۸‏( 

40

)ص ۹‏۲‏( 

)ص ۹‏۲‏( 41

طبق الگوریتم تقسیم داریم:  که بر ۳‏ بخش‌پذیر است. یا  یا42
 که در هر دو مورد بر ۳‏ بخش‌پذیر هستند. )ص ۵‏۱‏(

)ص ۲‏۱‏( 43

الف( درست )ص ۶‏۱‏(                        ب( نادرست )ص ۳‏۱‏(                        پ( درست )ص ۹‏۲‏(                        ت(44
نادرست )ص ۴‏۲‏(

فرض کنیم r‏ یک عدد گویا و x‏ یک عدد گنگ است. نشان می‌دهیم که  یک عدد گنگ است.45
فرض خلف: فرض کنیم  گویا باشد. می‌دانیم تفاضل دو عدد گویا عددی گویا است. پس  یعنی

 و این با فرض گنگ بودن x‏ تناقض دارد. پس فرض خلف باطل و حکم اثبات می‌شود. )ص ۵‏(

46

)ص ۰‏۳‏( 

)ص ۷‏۱‏( 47

48

)ص ۱۵‏( 

49. فرض خلف: فرض کنیم  گویا باشد. می‌دانیم جمع دو عدد گویا عددی گویا است. پس 
. در نتیجه  و این با فرض گنگ بودن  تناقض دارد. پس فرض خلف باطل و حکم اثبات می‌شود. یعنی 

)ص ۸‏(

الف( گنگ )ص ۵‏(                        ب(  )ص ۰‏۱‏(                        پ(  )ص ۳‏۱‏(                        ت( 50
)ص ۲‏۲‏(

A = {١≤ n≤ ۲۰۰|n = ۴k} ⇒ |A| = [ ] = ۵۰,B = {١≤ n≤ ۲۰۰|n = ۷k}
۲۰۰
۴

A ∩ B = {١≤ n≤ ۲۰۰|n = ۲۸k} ⇒ |A ∩ B| = [ ] = ۷
۲۰۰
۲۸

|A ∩ B '| = |A| − |A ∩ B| = ۵۰ − ۷ = ۴۳

۲y ١۸ y ۹ ۴ ⇒ y = ۵k + ۴ ⇒ ۵x + ۲(۵k + ۴) = ١۸≡
۵

− →−−
(۲,۵)=١

≡
۵

≡
۵

⇒ x = −۲k + ۲

۴a − ۷ ۳a − ۵ ⇒ a ۲ ⇒ ۹a + ۶ ۲۴ ۴ ⇒ r = ۴≡
١۰

≡
١۰

≡
١۰

≡
١۰

a = ۳ka = ۳k + ١ ⇒ a + ۲ = ۳(k + ١)

a = ۳k + ۲ ⇒ a + ۴ = ۳(k + ۲)

a|۹(۵k + ۳) − ۵(۹k + ۴) ⇒ a|۲۷ − ۲۰ ⇒ a|۷ a = ۷∈P−→
a>١

r + x

r + xr + x − r∈Q

x∈Q

۶x ١۸۵ = ۲۳×۷ + ۲۴ ⇒ ۶x ۲۴ x ۴ ⇒ x = ۷k + ۴ ⇒ ۶(۷k + ۴) + ۷y≡
۷

≡
۷

− →−−
(۶,۷)=١

≡
۷

= ١۸۵ ⇒ y = −۶k + ۲۳

a = bq + r, ۰≤ r < b ⇒ a − bq = r ⇒ { ⇒ n|a − bq ⇒ n|r
n|a

n|b

⇒ r = ١

α − β(α + β) + (α − β) ∈Q

۲α∈Qα∈Qα

a| mb|a|a b≡

m

d

4



)ص ۰‏۳‏( 51

)ص ۱‏۲‏( 52

53

در حالت ۱‏ و ۳‏، p‏ عددی زوج است که با اول بودن ‌آن تناقض دارد. بنابراین اعداد اول به فرم ۲‏ یا ۴‏ خواهند بود.
)ص ۵‏۱‏(

54

گزاره همواره درست )ص ۸‏(

الف( عدد a‏ شمارنده عدد b‏ است. )ص ۹‏(                        ب(  )ص ۷‏۱‏(55

( )ص ۸‏(56 الف( درست )ص ۷‏۱‏(                                                ب( نادرست )

)ص ۰‏۳‏( 57

)ص ۹‏۲‏( 58

59

)ص ۶‏۱‏(

60

)ص ۴‏۱‏(

فرض خلف:  گویاست. )ص ۸‏(61

)تناقض با فرض( 

الف( نادرست )ص ۳‏(62
ب( درست )ص ۳‏۱‏(
پ( درست )ص ۵‏۲‏(

۷x ١ ⇒ ۷x ۴×۵ + ١ ⇒ ۷x ۲١ ⇒ x ۳ ⇒ x = ۴k + ۳≡
۴

≡
۴

≡
۴

≡
(۷,۴)=١

≡
۴

١۰۰۰ −١ ⇒ ×۹ + ١١ ×۹ + ١١ ۲ ⇒ r = ۲≡
۷

(١۰۰۰)
۲۵

(−١)≡
۷

۲۵
≡
۷

p = ۴k(١), p = ۴k + ١(۲), p = ۴k + ۲ = ۲(۲k + ١)(۳), p = ۴k + ۳(۴)

xy ≤ ⇔ ۲ xy ≤ + ⇔ + − ۲ xy ≥ ۰ ⇔ ≥ ۰+x۲ y۲

۲
x
۲

y
۲

x
۲

y
۲ (x − y)

۲

۲m

x = ۰ ← −−−−
مثال نقض

۸x ۲۰ ۳۲ x ۴ ⇒ x = ۳k + ۴≡
١۲

≡
١۲

− →−−
(۸,١۲)=۴

≡
=۳

١۲

۴

۳۸ ۲ ⇒ ۴ ۰ ⇒ ۰, ١۹ ۳ ⇒ + ١۹ ۳≡
۴

۳۸۲ ≡
۴

≡
۴

۳۸۳۶ ≡
۴

≡
۴

۳۸۳۶ ≡
۴

(۵a + ۴, ۲a + ۳) = d ⇒ ⇒ d|−۲(۵a + ۴) + ۵(۲a + ۳) ⇒ d|۷ ⇒ d = ١ یا ۷
d|۲a + ۳
d|۵a + ۴

a = ١۷q + ۵

b = ١۷q ' + ۳

α − β

⇒ ۲α = m + n ⇒ α = ⇒ α∈Q
α − β = m∈Q

α + β = n∈Q

m + n

۲

n = ۴ ⇒ − ١ = ١۵ ∉ P۲۴
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نادرست )ص ۵‏۲‏(63

64

)ص ۹‏۲‏( 

)ص ۷‏۲‏( 65

66

رقم یکان برابر ۵‏ است. )ص ۹‏۲‏(

)ص ۴‏۱‏( 67

هرگاه p‏ را بر ۶‏ تقسیم کنیم، خواهیم داشت:68

، p‏ p‏ در حالات ۱‏، ۳‏ و ۵‏ زوج و در ۴‏ بر ۳‏ بخش‌پذیر است که با اول بودن p‏ تناقض دارد. بنابراین فقط در حالات ۲‏ یا 
می‌تواند عددی اول باشد که حکم اثبات می‌شود. )ص ۵‏۱‏(

)ص ۱‏۱‏( 69

70

نابرابری ‌آخر برای a‏ و b‏ نامنفی همیشه درست است. اثبات بازگشتی و حکم برقرار است. )ص ۷‏(

الف( نادرست )ص ۳‏(                        ب( درست )ص ۴‏(                        پ( نادرست )ص ۷‏(                        ت(71
نادرست )ص ۳‏(

a b ⇒ m|a − b ⇒ m|(a − b)( + b+. . . + ) ⇒ m| −≡
m

an−١ an−۲ bn−١ an bn

⇒ an ≡
m

bn

۲x ١۹ ۴ x ۲ ⇒ x = ۵k + ۲ ⇒ y = −۲k + ۳≡
۵

≡
۵

− →−−
(۲,۵)=١

≡
۵

۲ ⇒ ⇒ ۸ ⇒ + ۷ ١۵ ١۵۲۵ ≡
١۰

۲١۰ ≡
١۰

۲۲ ۲١١ ≡
١۰

۲١١ ≡
١۰

≡
١۰

⇒ (۲m − ۵n) = ١۷(۲q − ۵q ') − ۵
m = ١۷q + ۵(q ∈Z)

n = ١۷q ' + ۳(q ' ∈Z)

⇒ (۲m − ۵n) = ١۷(۲q − ۵q ' − ١) + ١۲ ⇒ r = ١۲

p = ۶k(١), p = ۶k + ١(۲), p = ۶k + ۲ = ۲(۳k + ١) (۳)

p = ۶k + ۳ = ۳(۲k + ١)(۴), p = ۶k + ۴ = ۲(۳k + ۲)(۵), p = ۶k + ۵(۶)

۶

⇒ a|−۲(۳n + ۴) + ۳(۲n + ۳) ⇒ a|١ ⇒ a = ±١ a = ١
a|۳n + ۴
a|۲n + ۳

−→−
a ∈N

≥ ⇔ a + b≥ ۲ ⇔ a + b − ۲ ≥ ۰ ⇔ ≥ ۰
a + b

۲
ab−−√ ab−−√ ab−−√ ( − )a−−√ b√

۲

6



)مشابه کار در کلاس ص ۶‏۷‏( 72

73

چون رابطه ‌آخر درست است، پس با بازگشت روابط ، حکم مسأله درست است. )قسمت الف تمرین ۱‏ ص ۸‏(

74

)مشابه سؤال ۴‏۱‏ ص ۰‏۳‏(

75

)مشابه سوال ۸‏ و ۹‏ ص ۹‏۲‏(

)مثال ص ۲‏۱‏( 76

)مشابه مثال ص ۴‏۱‏( 77

الف( نادرست )مشابه قسمت ت کار در کلاس ص ۳‏(78

ب( درست )مسأله ۳‏ ص ۵‏۱‏(

79

)ص ۹‏۲‏( 

)ص ۹‏۱‏( 80

)ص ۹‏۲‏( 81

)ص ۷‏۱‏( 82

A = {n∈N|١≤ n≤ ١۰۰, n = ۶k} ⇒ |A| = = ١۶
⎡

⎣
⎢

١۰۰

۶

⎤

⎦
⎥

B = {n∈N|١≤ n≤ ١۰۰, n = ١۰k} ⇒ |B| = = ١۰
⎡

⎣
⎢

١۰۰

١۰

⎤

⎦
⎥

A ∩ B = {n|١≤ n≤ ١۰۰, n = ۳۰k} ⇒ |A ∩ B| = = ۳
⎡

⎣
⎢

١۰۰

۳۰

⎤

⎦
⎥

⇒ |A ∪ B| = ١۶ + ١۰ − ۳ = ۲۳

+ ≥ ۲ ⇔ ≥ ۲ ⇔ + ≥ ۲xy ⇔ ≥ ۰x

y

y

x

+x۲ y۲

xy
x۲ y۲ (x − y)۲

۲ ۳۵ ⇒ ۵x ۳۵ x ۷ ⇒ x = ١١k + ۷≡
١١

≡
١١

− →−−
(÷۵)

(۵,١١)=١
≡
١١

= ۴۹ ۴ ⇒ ١۶ ١ ⇒ ١ ۴۷۲ ≡
١۵

۷۴ ≡
١۵

≡
١۵

۷۲۸ ≡
١۵

− →−−
× ۴۷۲≡

١۵

۷۳۰ ≡
١۵

⇒ n|−۶۳k − ۴۹ + ۶۳k + ۵۴ ⇒ n|۵ n = ١ یا ۵
n|۹k + ۷×(−۷)

n|۷k + ۶
−→−
n ∈N

a = ۴q + ۳ ⇒ ۲a + ۳ = ۸q + ۹ = ۸(q + ١) + ١ = ۸q ' + ١ ⇒ r = ١

, − , + (− ) = ۰ ∉۲
–

√ ۲
–

√ ∈Qc ۲
–

√ ۲
–

√ Qc

− ١ = ۴ + ۴k + ١ − ١ = ۴k(k + ١) = ۴×۲q = ۸q(۲k + ١)۲ k۲

١۳y ۷, (١۳ ۴, ۷ ١۶) → ۴y ١۶ y ۴≡
۹

≡
۹

≡
۹

≡
۹

− →−−
(۴,۹)=١

≡
۹

y = ۹k + ۴, x = −١۳k − ۵

a b ⇒ m|a − b ⇒ m|c(a − b) ⇒ m|ac − bc ⇒ ac bc≡
m

≡
m

١۳ −۴ → ١۶ −١ → −١ r = ١۶≡
١۷

١۳
۲

≡
١۷

≡
١۷

١۳
۲۲

≡
١۷

− →−−
−١ ١۶≡

١۷

A = ۲١ = ۳×۷× ,B = ۳۵ = ۵×۷× ⇒ [A,B] = ١۰۵a۲ a۲ a۳ a۳ a۳
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)ص ۱‏۱‏( 83

84

همواره برقرار است، پس با برگشت روابط حکم برقرار می‌باشد. )ص ۷‏(

85

)ص ۴‏۸‏( 

. توجه: تعداد مضارب k‏ از ۱‏ تا n‏ برابر است با 

درست )ص ۳‏۱‏(86

87

)ص ۷‏۲‏( 

88

)ص ۱‏۲‏(

89

چون نابرابری ‌آخری همواره درست است پس با بازگشت روابط حکم برقرار است. )ص ۱‏۱‏(

90

الف( درست                                                ب( نادرست )ص ۳‏(91

92

)صفحه: ۵‏۲‏(                         

93

)صفحه: ۷‏(94

⇒ a|−۶(۴k + ۹) + ۴(۶k + ١۴) ⇒ a|۲ a = ۲
a|۴k + ۹

a|۶k + ١۴
−→
a>١

a + ≥ ۲ ⇔ + ١≥ ۲a ⇔ − ۲a + ١≥ ۰ ⇔ ≥ ۰
١
a

a۲ a۲ (a − ١)۲

∩ = = |S| − − + ∩∣∣Ā̄̄ ١ Ā̄̄ ۲∣∣ ∣∣ ∪A١ A۲
¯ ¯¯̄ ¯̄ ¯̄ ¯̄ ¯̄ ∣∣ ∣∣A١∣∣ ∣∣A۲∣∣ ∣∣A١ A۲∣∣

= ۳۵۰ − [ ] − [ ] + = ۲۳۴
۳۵۰
۴

۳۵۰
۶

⎡

⎣
⎢
۳۵۰

١۲

⎤

⎦
⎥

[ ]n

k

۲x + ۵y = ۲۹ ⇒ ۲x ۲۹ ⇒ ۲x ۴ ⇒ x = ۵k + ۲≡
۵

≡
۵

y = −۲k + ۵

۲۷ ١ ⇒ ⇒ + ١۹ + ١۹ = ۲۰ ⇒ + ١۹ ۷≡
١۳

(۲۷)۷ ≡
١۳

١۷ (۲۷)۷ ≡
١۳

١۷ (۲۷)۷ ≡
١۳

+ + ≥ xy + yz + xz ⇔ ۲ + ۲ + ۲ ≥ ۲xy + ۲yz + ۲ xzx۲ y۲ z۲ x۲ y۲ z۲

⇔ ( + − ۲ xy ) + ( + − ۲ yz ) + ( + − ۲ xz ) ≥ ۰x۲ y۲ y۲ z۲ x۲ z۲

⇔ + + ≥ ۰(x − y)۲ (y − z)۲ (x − z)۲

∀m > ۰, a |m, b|m ⇒ c≤m

۴x ١۷ → ۴x ۲ (۰/۲۵) → ۴x ۲ + ١۰ (۰/۲۵) ⇒ ۴x ١۲ x ۳ (۰/۲۵)≡
۵

≡
۵

≡
۵

≡
۵

− →−−
(۴,۵)=١

≡
۵

⇒ x = ۵k + ۳ (۰/۲۵)

+ ۲۸k + ۶ (۰/۲۵) (١۶ : (صفحه

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

۵|۴k + ١ ۲۵| + ۸k + ١ (۰/۵)→
()۲

١۶k
۲

۵|۴k + ١ ۲۵| ۲۰k + ۵ (۰/۵)→
×۵

→
+

۲۵|١۶k
۲

a + ≥ ۲ ⇔ + ١≥ ۲a (۰/۲۵) ⇔ + ١ − ۲a ≥ ۰ (۰/۲۵) ⇔ ≥ ۰
١
a

a۲ a۲ (a − ١)۲
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فرض کنیم که  یک عدد گویا و  یک عدد گنگ باشد نشان می‌دهیم که  یک عدد گنگ است 95
فرض خلف اگر  گنگ نباشد  بنابراین عددی گویا است از طرفی میدانیم که تفاضل دو عدد گویا، گویا است

 پس تفاضل  و  باید عددی گویا باشد یعنی  و از ‌آنجا   که با فرض ما در
تناقض است در نتیجه فرض خلف باطل است و حکم ثابت می‌گردد 

روش دوم:

 

تناقض با گنگ بودن y‏ 

۲‏۱‏96

97                        

)صفحه: ۵‏۲‏(                         

روز اول مهر، شنبه را برابر صفر در نظر می‌گیریم ۹‏۲‏ روز در مهر و سه ماه ‌آبان و ‌آذر و دی و ۲‏۱‏ بهمن، فاصله اول مهر تا ۲‏۱‏98
بهمن است، پس داریم:

                        

که متناظر این عدد در جدول روز پنج‌شنبه را نشان می‌دهد.                          )صفحه ۴‏۲‏(

99

)صفحه‌ی: ۴‏۱‏(

rxr + x(۰/۲۵)

r + x(۰/۲۵)

(۰/۲۵)r + xrr + x − r∈Q(۰/۲۵)x∈Q

(۰/۲۵)

فرض خلف : x + y = گنگ نیست
گویا = x = ;m و n∈Zm

n

گنگ = y

⇒ x + y = گویا = , a, b∈Z ⇒ + y = ⇒ y = −
a

b

m

n

a

b

a

b

m

n

⇒

y ۹ (۰/۵) ⇒ y ۹ ۴ (۰/۲۵)− →−−
(۲,۵)=١

≡
۵

≡
۵

≡
۵

y = ۵k + ۴ (۰/۲۵) و x = −۲k + ۲(۰/۲۵)

(۰/۲۵)

۲۹ + ۳۰ + ۳۰ + ۳۰ + ١۲ = ١۳١ → ١۳١ ۵ (۰/۵)≡
۷

(۰/۲۵)

(۰/۵) (۰/۵) → ۵n − ۳m = ١۳q ' + ۳۹(۰/۲۵)
m = + ۲١۳q

١

n = + ۹١۳q
۲

۳m = ١۳( ) + ۶۳q١

۵n = ١۳( ) + ۴۵۵q۲

→ ۵n − ۳m = ١۳q ' ' + ۰ → r = ۰(۰/۲۵)
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